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WSTEP. 


Jednym z pierwszych gieometrów, którzy się zajmowali ró- 
wnaniami różniczkowemi o cząstkowych pochodnych, był Æuler 1). 
W trzecićj części jego rachunku całkowego znajdują się bardzo pię- 
kne badania w tym względzie; wprawdzie nie podał on żadnój 
ogólnej metody, używając do każdego szczególnego przypadku od- 
dzielnego wybiegu, wszelako był tak szczęśliwy w wynajdowaniu 
tychże przypadków, że do wypadków, przez niego otrzyma- 
nych, nawet dzisiaj nie można wiele dodać. 

Pierwszą ogólną metodę całkowania równań różniczkowych 
o cząstkowych pochodnych rzędu l-go podał Lagrange ?). Ten 
gieometra przedstawił w roku 1772 akademiji berlińskićj rozprawę, 
w którćj sprowadził całkowanie jakichkolwiek równań różniczko- 
wych o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go, między trzema zmien- 
nemi, do całkowania takich samych równań, ale linijowych wzglę- 
dem cząstkowych pochodnych; w roku zaś 1779 wyłożył w rozpra- 
wie, przedłożonćj akademiji paryzkićj, sposób całkowania równań 
różniczkowych o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go, linijowych, 
między ilukolwiek ilościami zmiennemi. 


1) Leonhard Eulers: Vollständige Auleitung zur Integralrechnung. 
Aus dem Lateinischen ins Deutsche iibersetzt von Joseph Salomon. Wien. 
1830 T. III, str. 32 i nast. 


*) Leçons sur le calcul des fonctions. Paris, 1806, st. 386 i nast. 
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Po tych pracach Lagrangea zupelnie bylo rozwiązane zaga- 
dnienie całkowania równań o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go 
i linijowych względem tychże pochodnych, a co do równań takich 
samych a nie linijowych, potrzeba było metodę Zagrange'a rozsze- 
rzyć do ilukolwiek zmiennych. To rozszerzenie wydało się gieome- 
trom po bezowocnych usilowaniach Charpifa ') niepodobném do 
wykonania, dlatego porzucono drogę wskazaną przez Zagrange'a, 
i usiłowano dojść do celu innym sposobem. 

W roku 1814 sprowadził Pfaff ?) całkowanie jakiegokolwiek 
równania różniczkowego o cząstkowych pochodnych rzędu 1-g0 do 
całkowania zwykłych równań różniczkowych. Atoli metoda P/afa 
wymaga przy równaniu zawierajacém m zmiennych niezależnych 
całkowania n układów zwykłych równań różniczkowych jedno- 
czesnych; dlatego, chociaż rozwiązała ona zagadnienie pod wzglę- 
dem teoretycznym, starano się z powodu jćj uciążliwości wyna- 
lezé inną prostszą metodę. 

Cauchy 3) okazał pierwszy, że całkowanie pierwszego układu 
równań Pfaffa zupełnie wystarcza do zupełnego rozwiązania zada- 
nia. Do tego samego wniosku doszedł późnićj ale na innćj drodze 
gieometra niemiecki Jacobi ^). 

Zdawałoby się, że.po tych pracach można teoryję równań ró- 
żniczkowych o cząstkowych pochodnych rzędu l-go uważać za zu- 
pełnie ukończoną. Istotnie tak jest, o ile zadanie sprowadzono do 
łatwiejszego zadania. Wszelako z powodu, że metoda Cauchy'ego 
powtórnie wynaleziona przez Jacobiego, nie prowadzi do całki dro- 
gą naturalną, którą samo zadanie wskazuje, nadto z powodu wiel- 


1) Histoire de Pacademie royale des sciences, 1784. 

2) Abhandlungen der Berliner Academie der Wissenschaften 
1814—1815: „Methodus generalis aequationes differentiarum particula- 
rium, nec non aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, 
in ter quatuorque variabiles, complete integrandi.* 

3) Exercices d'analyse et de physique mathématique. T.II,p 241. 
Także: Notes sur le calcul differentiel et le calcul integral par Serret, 
Note II, p. 101. 

4) Crelle: Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 
T. XVII, str. 158. 
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kiej liczby zbytecznych całkowań byłoby bardzo pożądanćm roz- 
szerzenie metody Lagrange'a, która wielką prostotą celuje. To 
rozszerzenie udało się Jacobiemu; jego praca pośmiertna ') zawiera 
ostatni wyraz umiejętności. 


W niniejszćj rozprawie zamierzyłem wyłożyć sposób całkowa- 
nia równań różniczkowych o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go, 
w sposób odpowiedni obecnemu stanowi tego działu umiejętności, 
i zarazem dać obraz historycznego rozwoju tego przedmiotu. Dla- 
tego podzieliłem rozprawę na cztery rozdziały. W pierwszym jest 
mowa. o całkowania równań różniczkowych rzędu 1-g0 i linijowych, 
między ilukolwiek zmiennemi, równań, do których przy dzisiejszym 
stanie umiejętności sprowadza się całkowanie równań różniczko- 
wych o cząstkowych pochodnych rzędu 1-g0. W rozdziale drugim 
wyłożyłem sposób Lagrange'a całkowania równań o cząstkowych 
pochodnych rzędu l-go i linijowych, jako téz sposoby Boole'a ?) 
i Jacobiego całkowania układu takichże równań jednoczesnych. 
W rozdziale trzecim wyjaśniłem najprzód znaczenie rozwiąza- 
nia zupełnego, ogólnego i osobliwego równań różniczkowych o czą- 
stkowych pochodnych rzędu 1-g0 i nielinijowych, wykazalem zwią- 
zek między temi różnemi całkami, poczem wyłożyłem dawniej- 
sze metody całkowania P/afa i Cauchy'ego. W czwartym i ostatnim 
rozdziale wyłożyłem dawną metodę Lagrange'a i rozszerzylem ją 
do ilukolwiek zmiennych. 


1) Crelle Journal. T. LX. str. 1—181: „Nova methodus, aequa- 
tiones differentiales partiales primi ordinis, inter numerum variabilium 
quemcunque propositas, integrandi. 

Także. Vorlesungen über Dynamik von C. G. J. Jacobi, Berlin, 
1866, str. 237 — 800. 

2) Treatise on differential equations. Supplementary volume. 
Cambridge and London, 1865, str. 74 —- 89. 
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Bacząc na wielkie ubóstwo naszćj literatury matematycznćj, 
a przeto chcąc swą rozprawę uczynić przystępną i pożyteczną dla ob- 
szerniejszego koła czytelników, wciągnąłem w jćj zakres—nad pier- 
wotny zamiar — niektóre przedmioty, traktowane już w kompendy- 
jach,i dałem dla wyjaśnienia teoryji dostateczną liczbę przykładów. 


Pisałem w Warszawie, w Stycznin 1867 r. 
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ROZDZIAŁ PIERWSZY. 


O CAŁKOWANIU RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH RZĘDU 1-go, 
LINIJOWYCH, MIĘDZY ILUKOLWIEK ZMIENNEMI. 


A. Gdy 
M, Viz. eg Tm 
są ilości zmienne, a 
X, X ).. Xm 
dane funkcyje tych zmiennych, wtedy równanie różniczkowe: 
(1) X da + X, da, +.. + Xm dim = 0 
będzie tak zwaném równaniem rózniczkowém rzędu 1-go, linijowém, 
między m+-1 ilościami zmiennemi. 

Już Euler okazał w trzecićj części swego rachunku cał: 
kowego, że całka takiego równania tylko wtedy może być przed- 
stawioną pod postacią jednego równania pierwotnego, gdy współ- 
czynniki X, dopełniają pewnych warunków, zwanych warunkami 


całkowalności. 
Załóżmy, że równanie (1) jest całkowalne pod postacią je- 


dnego równania pierwotnego, i niech będzie: 
(2) Fo, UE „dm ) = const 


tém równaniem pierwotnóm. Ponieważ równanie (2) jest z zało- 
żenia całką równania (1), przeto, jeśli z tego równania (2) wyrazi- 
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my jednę zmienną np. æ przez wszystkie inne £,,.., tw, i tę war- 
tość podstawimy w równanie (1), natenczas to równanie (1) winno 
stać się identycznem. 

Wyrazmy więc z (2) np. zmienną « przez inne zmienne, skut- 
kiem czego będzie: . 


dz de 
AE + „A + Tr, m» 
i podstawmy tę wartość w równanie (1), tedy otrzymamy równanie: 
(x qx daja t + (Xa + X) da = 0 
dam 


które z powodu niezależności zmiennych 2,,.., «x, rozkłada się 
na następujące m równań: 


(ie 5% deta 
(3) X + Kaz > A A 


Te równania winny zamienić się na tożsamości po podstawia- 
niu wartości na «+ wyrażonćj z(2) w funkcyji zmiennych 2,,.., 2, . 
Aby wynaleźć warunki całkowalności, uważajmy którekolwiek dwa 
z pomiędzy równań (3); np.: 


d de 
(4) X; + X 7 =30 S © [0 <8 <7 Km]. 


Różniczkując pierwsze względem z, , a drugie względem « 13 
i zważając, że podług (2) jest x funkcyą zmiennych 2,,,., u, 
otrzymamy: 


` dX} dX; de | jdX | dX da | da de 
dia 


b e — pam = > = — Ra c" 
de, de de, dz. da de, de, dr. 

dX, dx, de ax dx z) da x da 
"e, du dzy * |da; * dz day] dz, * * dzy da, T O 


a gdy te dwa równania od siebie odejmiemy, wypadnie: 


dX, dXy [AX AX de dX, aX) de 
ESB oi o (wa E HER „aj = O 
de, AR de, dæ | de, de dez des 

X 
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albo, gdy za ge g se podstawimy wartości z (4), 4 
de, dz. 


(5) e 2) +4 Ez - z] % (r | =, 


Kładąc w równaniu (5) za (3, y wszystkie różne kombinacyje skazó- 
wek z szeregu liczb 1,2, .., m otrzymamy ( e równań kształtu (5). 


Te wszystkie równania powinny współczynniki X; równania 
(1) identycznie sprawdzić, jeżeli równanie (1) ma być calkowal- 
ne pod postacią jednego równania pierwotnego. Równania (5) bę- 
dą więc żądanemi warunkami całkowalności. 
Używając symbolów: 
i dX; dX, 
O Gos Ge 


Tk 


rzyczem: 
|| 0 Gh=-Gi) „ (do 


i nadto: 
(8) (l, i, k) = X, (i, k) + X; (k, h) + Xi (h, i), 
przyczóm: 
(b, i, k)=(i, k, h)= (k, hi) 
(,3,) = 0; (i, ii) 0 
(h,i, k) = — (i, h, k), 
możemy warunki całkowalności przedstawić symbolicznie przez: 


(10) (o, 8,7) = 0 [o <8 <7 <m], 
pomnac że to =x, X = X. 

Zważywszy, że wszystko jedno, którą z ilości zmiennych 
2, Gy ++: y Gm Wyrazimy w funkcyji wszystkich innych z równania 
pierwotnego (2), nadto bacząc na własności (9) wprowadzonych 
symbolów, możemy jeszcze wypowiedzićć twierdzenie, że gdy ró- 
wnanie (1) jest całkowalne pod postacią jednego równania pierwo- 
tnego, natenczas współczynniki X; sprawdzają identycznie ró- 


wnanie: 
(11) (a, 8,7) =0, 
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gdzie a, 8, y są jakiekolwiek trzy liczby z szeregu liczb 
0-1. DAA 


2. Jeżeli wszystkie | > | warunków (10) są dopełnione, za- 
y 2 


tém: jeżeli równanie (1) jest calkowalne pod postacią jednego ró- 
wnania pierwotnego, pytamy się, jak można wynaleźć tę całkę. To 
całkowanie polega na następującóm twierdzeniu: 

„Jeżeli w równaniu (1) uznamy pewną liczbę zmiennych za 
ilości stałe, w skutku czego to równanie zamienia się na: 


(12) e de dm +.. Xg dz =0, [0<8<m], 
i jeżeli te równanie jest przy pewnćj wartości /3 calkowalne pod 
postacią jednego równania pierwotnego: natenczas będzie także 
równanie: 


(13) Xdr+ X, daj +... + X; dez + X, de, = 0, 


gdzie 0 < 8 << y < m, calkowalném pod postacią jednego ró- 
wnania pierwotnego. * 
Niech bowiem będzie: 


(14) æ = P (Xi, La -.,23) y» 0) 

całką równania (12). Funkcya © zawiera prócz zmiennych 2, ,..; za 
jeszcze przynajmnićj niektóre z pomiędzy tych ilości, któreśmy za 
stałe uznali, między temi ostatniemi niech będzie ilość z, ; stała 
całkowania c może być zaś uważaną jako funkcyja wszystkich tych 
ilości, któreśmy uznali za stałe. 

Funkcyja g, jako funkcyja zmiennych Ey, +», 23 Sprawdza 
identycznie równania (podług wzorów 3) 


(6) (X +X7- T= 


> dę 
05 Xy X a =0. 
Prawdziwość powyższego twierdzenia dowiedziemy, gdy oka- 
Zemy, że ilość c może być jako funkcyja ilości z. tak oznaczoną, 
aby wyrażenie (14) przedstawiało całkę równania (13). 
Różniczkując w tym celu równanie (14) z tém jednak przy- 
puszczeniem, że także « y jest zmienną, a cfunkcyja téj zmiennéj, 
otrzymamy: 
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A | dp 24 A SE 2 
dz = de, da, +.. + da; dez ES pk yk de, 
dy dp * SE 
albo, gdy za Ji! mess de podstawimy wartosci z (15), 


de=—L dz, —.. —L d+ E daj da, + M de, 


albo nareszcie: 


di 
X dz + X de, +. + X dzy = X p da, PEL de 


Ztąd czytamy, że w powyższćm przypuszczeniu będzie (14) 
całką równania (13), jeżeli nieznana funkcyja c zmiennćj z, uczy- 
ni zadość równaniu: 


— X, dz, = X; ca de, PL do, 


lub, gdy ilość c może być obrachowana jako funkcyja zmiennćj 


e, Z równania: 


X, +X 32 z 


(16) de= — 


Ilość e może byćz (16) oznaczoną jako funkcyja ilości T> je- 
żeli wyrażenie: 
Y IRE 
í dz. 
u = E 
X 
po podstawieniu wartości (14) za z jest od zmiennych z, .. , Ta 
niezalezném. Rózniczkujac poprzednie wyrażenie względem któ- 
réjkolwiek z tych zmiennych z, ,..Zg np.z, [0 <¿<B+ 1), 


otrzymamy po wykonaniu łatwego rachunku z uwzględnieniem 
równań (15): 
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du X(4,7) + X, (7.0) + X, (0,4) AA 
dz, a y dg "|0<8<ym+1 
de 


Ponieważ mianownik po prawéj nie może być ani zerem ani 


nieskończonością, przeto gdy równanie (12) jest całkowalne, będzie 


d 
T= O, zkąd wypada, że wyrażenie u po podstawieniu wartości 
» 


(15) będzie istotnie niezależne od z, ,.., %3 ; można zatóm z (16) 
ilość c tak oznaczyć w funkcyji T; , aby wyrażenie (15) było całką 
równania (14). 


B. Z tego badania wynika następująca regula na całkowa- 
nie równania (1): 

„Uznając tylko dwie ilości «+, w, za zmienne, sprowadzamy 
dane równanie do kształtu 


(A) X de + X; dz, =0. 
W całce ogólnćj tego równania 


(B) 2 =f.( Mira ; 0, 4:0 = 


uznajemy także ilość æ, za zmienną, a stałą całkowania c za do- 
wolną funkcyja ilości «rq. Całkując (podług artykułu 2go) równa- 
nie różniczkowe: 


(O to ej re E gp, 


po podstawieniu wartości za œ z ( B) otrzymamy: 
(D) 0 p CZ , ci), 


gdzie c, jest stałą całkowania. 
Podstawiwszy wartość (D) w (B) otrzymamy wyrażenie: 


(E) c = fı (©, , te Ta «nión s 41), 
jako ogólną całkę równania: 


(F) Ada + X, de, + X: dzą = 0. 
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Uznajemy w (12) takze «+, za zmienną, a c, za dowolną funk- 
cyją ilości w. Całkując znowu równanie: 


(G) c, =— 


po podstawieniu wartości za œ z (Æ) otrzymamy: 
(H) ci = Pi (Zz ,0 ); 
a gdy wartość (H) podstawimy w (Æ) otrzymamy: 
(K) © = fa (Gy, Trs ios Bais CJ) 
jako ogólną całkę równania: 
(L) Xdz -+ X, dr, + Xə dra + X; dzy = 0 
PE: 
Objaśnimy tę regułę przykładem. 
Uważajmy równanie między trzema zmiennemi: 
(a) (Tą + 0)? dz, 4 £ dza — (22 + b) de = 0 
Ponieważ: 
X= — (ta +0), X, =(22 +0? X = a, 
zatem: 
(1, 2) = 2 (z, + b), (2,0)=2, (0,1) =0, 
przeto jest identycznie: 
(0, 1,2) = 0; 
równanie (a) jest więc całkowalne pod postacią jednego równania 
pierwotnego. 


Uznając æ, za ilość stałą, otrzymamy z (a) równanie róż- 
niczkowe: 


(b) (ca + b)? de, — (22 + b) de = 0, 
między dwiema zmiennemi 2, 2,, którego ogólną całką jest: 


(c) g =(» + be + e = f (@, a, 0). 
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E = 


Podstawiwszy tę wartość w równaniu (C) t. j. w: 


z W 
w, 26 Ese 
La 
de = — q dt 
X el 
de 
otrzymamy: 
c 
(d) ERY dez 


zkąd: 
(e)  c=a(m +0); 


a gdy tę wartość podstawimy w (c) wypadnić wyrażenie: 
(1) “== > b) ti + a (Za + b) = (2, + a) (La + b), 
przedstawiające ogólną całkę równania (a). Ilość a jest jedyną 


stałą całkowania. 
Uwaga. Zamiast ilości æ, moglibyśmy ilość æ uznać za 


stałą i doszlibyśmy do téj samćj całki (f). Atoli uznając ilość 
æ, za stałą nie otrzymalibysmy żądanej całki, z powodu że w calce 


AS æ dzą — («a + b)dz =0 


nie byłaby wyraźnie zawartą ilość «,, uznana za stałą, czego wyra- 
¿nie wymaga wyłożona poprzód teoryja. 

fa. Jeżeli równanie (1) nie jest całkowalne pod postacią 
jednego równania pierwotnego, moglibyśmy następnie szukać wa- 
runków, przy których to równanie jest całkowalne pod postacią 
dwóch, trzech,.., k równań pierwotnych. Rachunki, które w tym 
względzie trzebaby wykonać, są raczćj mozolne niż trudne, dlatego 
tóm chętnićj je opuszczamy, że to nam do naszego celu wcale 
niepotrzebne (*). Znależlibyśmy postępując podobnym sposobem, 
jak w pierwszych dwóch artykułach, że równanie (1) jest całko- 


*) Obszerne i gruntowne badania w tym względzie znajdzie czytel- 
nik w dziele: Die Differenzial-und Integralrechnung von. J. L. Raabe. 
Zürich. 1847. Band IIb. str. 443—536. 
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walne pod postacią k równań pierwotnych, jeżeli współczynniki 


X; dopełniają PE Fi | warunków. Ponieważ zaś ta liczba 


jest zerem dla k= pas 
wszy że k może być tylko liczbą całkowitą doszlibysmy do nastę- ` 
pującego twierdzenia: „Równanie różniczkowe, linijowe, między 
m-|-1 zmiennemi i kształtu (1) jest bezwarunkowo całkowalne pod 
a lub pod postacią mtz 
tego czy liczba ilości zmiennych jest parzystą lub nieparzystą.” 

To twierdzenie, na któróm polega metoda Pfaffa całkowania 
równań o cząstkowych pochodnych rzędu lgo, może być niezależnie 
od poprzednich badań dowiedzione, 

Ten sposób całkowania równania (1) polega na następują- 
cóm twierdzeniu zasadniczóm: 

„Równanie różniczkowe, linijowe, między parzystą liczbą m4. 1 
zmiennych i kształtu (1) można za pomocą stosownie dobranych 
podstawień, wyrażających m zmiennych w funkcyji m+1% i m 
nowych zmiennych, zamienić na inne, zawierające tylko te nowe 
zmienne.” 


, jako téz dla k = ze : przeto zważy= 


równań pierwotnych, według 


postacią 


Prawdziwość tego twierdzenia udowodnimy, gdy okażemy, 
że z warunków zadania można niewątpliwie obrachować podsta- 
wienia, za pomocą których można liczbę ilości zmiennych o jednę 
pomniejszyć. 

5. Przypuśćmy że równania 

$ tı = Y, (2, ls». + Um), 
(17) y 


Tm pe Ym (æ, di, .. i Am ), 


w których a,,.., am są nowe ilości zmienne, w liczbie m, dają takie 
wartości na £y,.., %m , które podstawione w równaniu (1) zamie- 
niają to równanie na inne, zawierające tylko te nowe zmienne. 


2 
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sz (W «= 
Jeżeli w równania (1), które krócćj tak pisać można: 
a=m 
(18) Xdr4 Z Xzdra = 0 
a=l 
podstawimy powyższe wartości (17) t. j. gdy położymy ogólnie: 


Ta = Ya (©, a,, a r..9 dm) 


d d dza a 
(19) des m GE de dat + ga, Lam [%=1,2,..,m) 
dza q m día l 
nia E+ + dog > 


tedy otrzymamy równanie 
p=m 
(20) Rdz 3 Ag dag ==0/ 
3=1 


gdzie: 
azm de, am de, 
a=1 = 


Ażeby równanie (20) zawierało tylko nowe zmienne a;, a,..., 
am , potrzeba: 1%aby po podstawieniu wartości (17) równanie: 


: E AIE A 
(22) rę +2, X, dz o. 


było identycznie sprawdzone; a 2° aby współczynniki 4,, Az... Am 
zmiennćj æ albo nie zawierały, albo gdy ją zawierają, aby ta 
zmienna znajdowała się w czynniku, wspólnym tym wszystkim 
współczynnikom. Ten drugi warunek będzie dopełniony, gdy dla 
każdych dwóch z pomiędzy tych współczynników Ag, A, jest iden- 
tycznie 


a Ag A FR 
da: ib lub a ga A, 


albo, jeżeli zważymy że: 
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gdy jest identycznie 


(23) jed 4 Aa "i na 
1 Az da A 
gdzie N jest pewna fankcyja zmiennej z. 

Warunek (22) i warunki (23), których jest m, allowieh b 
lub 7 może przyjąć jakąkolwiek wartość z szeregu liczb 1, 2,..,m ` 
wystarczą do obrachowania m podstawień (17) i do Sanaki 
ilości /V, 

Istotnie różniczkując drugie równanie (21) względem xi zwa- 
żając że podług (17) ilości %,,%¿,+., Tm zależą także od «, 
otrzymamy: | 
dag zz I dzą, ER d? „Ba. 
dz. 2 | de) dag SZ. 2 dag dz * 


de 
różniczkowanie, ma być wykonane nietylko względem wyraźnego 
ale także względem uwikłanego «. 
Różniczkując podobnie równanie identyczne (22) względem 
az, otrzymamy: 


dX a—m dX, de, u=m d? La , 
ina Zaj (zz) Ta (z) da PA daz da 4 


sdzie pochodna db zamknięta w nawias dla okazania, że 
g p 


dug 
a gdy to równanie odejmiemy od poprzedzającego, wypadnie: 
d ldg eko ¡dX,)| da, dX| «= ¡dX,) de, * 
dz DRE e) Też daz ali E Tage, 
co także tak pea można: 
dág u=m |dX, => du, , “am "Gz de, 


de „eo (dz | dag ¿o dag] da * 
zważywszy że 
dry _ de de, de 


X = X, — da; = > gna Pd z 
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zs- MEL <= 


Atoli 
dXĄ dX, dX, da, dX, dem vn dX, dz, 
(z |- wyda de ES de is o de, Pk 
dX, dX, de, dX, dem izm dX, de, 
(cej day da, +: * dan dag dag gerra tę 


gdzie ia jest pochodna, wzięta względem wyraźnego «z, . 
T, 


Gdy te wartości podstawimy w ostatniém równaniu, tedy 
będzie: 
dA; a—m =m dX, de, de, a-m =m dX, dz, de. 
de „żoyżo dz, dag Tę AM 2 dzy "da Ty” 


albo gdy w drugićj sumie zamienimy skazówki między sobą, co nie 
zmieni jćj wartości, i użyjemy znanego symbolu: 
ŚR dX, 


(26) (as) = gz Tas?  = 00 (040) 0, 
equi y Batea 
de a—0 ¡=0 ? dx dag 


w równaniu warunkowóm (23), które tak pisać można: 
g dAz De 
E T 
otrzymamy ostatecznie równanie: 
dE a "db. 


RK ich 


które rozkłada się na m-+1 równań kształtu: 
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z Na, FL = X, [0=0, 1,2,.., m] 


1=0 
t. j. na równania: 


d: 5 m Y: 


(0, 0) N + 0, DNF +. «+ (0, m) NG> = 


ra 


(25) | 400 V+ (1 DN Dd (NG XK 


(m, 0) N + (m, poda +1. loa) nýr- - 


6. Ztychm+1 równań (25), linijowych względem ilości 

N, y EL „aa, NIRO 

- dæ 

cyji a L, Li, + + > m Znanym sposobem rugowania. War- 

tości tych m--1 ilości przedstawiają się pod postacią ułomków 

o wspólnym mianowniku, który jest determinantem współczynni- 
ków, mianowicie: 


, Oznaczymy te ostatnie ilości w funk- 


(0, 0, , (0, 1) ,.. , (0, m) 
(1, 0) , (1,1) ,.. „(1,m) 


(m, 0) , (m, 1),. . , (m, m) 

Ten determinant, którego odpowiednie wyrazy (a, (3), (8, œ) 
są liczebnie równe a co do znaku przeciwne, a wyrazy na prze- 
kątni leżące są równe zeru, jest identycznie równy zeru, je- 
żeli jego rzęd jest nieparzysty. Ztąd wnosimy że oznacze- 
nie ilości N, N T> .., tylko wtedy możebne, jeżeli liczba 
m-|-1 ilości zmiennych æ, 2, £% . . . w równaniu (1) jest parzystą. 


Oznaczywszy z równań (25) te m+-1 ilości N, W Gu ENE 


dem, c , ¿ cd. 
LN rui podzieliwszy wartości m ostatnich przez wartość pier- 


wszéj, w skutku czego wyruguje się ilość /V : otrzymamy 
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w JĄ z 


d. : 
SE = (Td; Tą, li ER) 


, 
d: ALm 


w = On (Z, Z Ci» 35 Em ). 


Gdy ten układ m równań jednoczesnych zcałkujemy i z m 
całek oznaczymy m ilości 2, la, .., Um W funkcyji ilości w i m 
stałych całkowania, które oznaczamy przez q,, aa, . . , An, OtrZy- 
mamy wyrażenia: 


Ti =Y (24 aj NĄ, . .; dm ); 
. . , 


Tm = Ym ( Z, a1 03,:.y0m ). 


Uważając ilości stałe całkowania a, , az, .. , am Za nowe 
ilości zmienne podstawmy ostatnie wartości w równaniu (1), tedy 
to równanie zamieni się na inne 


A, da, + 4 da, +.. + Am dan = 0, 
zawierające tylko m nowych zmiennych. 


Y. Uważajmy szczególny przypadek, gdy równanie dane za- 
wiera tylko cztery zmienne; zatem gdy mamy: 


(26) X dz + AX da, +X, dr, + X; dí; = 0. 
W tym przypadku będą równania (25) 


SE dr; 


(0, 0) W + (0, NZ! + (0,2) NSG + (0,3) NA =X, 


(1,0) N+ (1, r Z + (1, w" 3) NS: =X, 
(27) | 
(2,0) N + (2, 1) NŚ + (2, 2) NSE y + (2, 3) NŚR — Xn 


"e 


(3,0) N + (3, pr (3,2) NE 2 + (8,3) 02 X, 
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> 


da. 
Ilości nieznane N, N a yá s M _ , oznaczone 
v 


z tych równań przedstawią się Fla akad ułomków o wspólnym 
mianowniku. 

Oznaczywszy wspólny mianowuik za Jacobim *) przez sym- 
bol (0, 1, 2, 3) gdzie: 
(28) (0, 1, 2,3) = (0, 1) (2, 3) + (0, 2) (3, 1) + (0, 3) (1, 2), 


otrzymamy: 


NIE AAA ADA 


(0, 1, 2, 3) 
de de SA EPEE EE , 
z Nd DX + (0, 3) X, + 0 + (1.0) X 

T [os „an pl dba sia (13) ' 
yi (1,2) X + (2,0) X, + (0,1) X, 40. 
dE = TUT R R, TORO + 


a dzieląc trzy ostatnie równania (29) przez pierwsze znajdziemy 
układ zwykłych równań różniczkowych: 


(30) dz:da,:dz,: dæ; = — [0+(2,3) X, +(3,1) X + (1,2) X] 
[(2,3) X-+0-+(3,0) X,+-(0,2) Xy) 

: — [(1,3) X+(3,0) X, +U+(0, 1) X] 

[(1,2) X+(2,0)X,+(0,1) X, +0]. 


Jest jeden przypadek, w którym wyrażenia (29) nie dadzą 


da 
wartości na N N, Ye s 
calkowalne pod postacią jednego równania pierwotnego. Albowiem 
w tym przypadku są wszystkie liczniki po prawćj równe zeru 
i wspólny mianownik równy zero, jak łatwo można okazać. 


. , mianowicie gdy równanie (26) jest 


*) Theorie und Anwendung der Determinannten. Bom Leipzig. 
1857. $. 8. str. 29. 
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= 6. 
Że liczniki są zero jest widoczną, gdyż równania: 


0 + (2, 3) X + G, 1) X +0, 2) X, =0, 

(2,3) X 4+0 + (3,0) X2 + (0,2 X,=0, 

(1,3)X+(30)X,+0 +0,1) X,=0, 

(1,2) X + (20) X, (0, 1) X; 4 OE0; 
przedstawiają warunki calkowalnosci. Rugujac zaś między temi 


czterema równaniami, linijowemi i jednorodnemi względem ilości 
X, X,,.., te ostatnie ilości, otrzymamy na wypadek: 


(0, I, 2,3) = 0, c.b.d.o, 

W tym wyjątkowym przypadku przedstawiają się więc ilości 
N, — ,.., pod postacią nieoznaczoną > co dowodzi, że 
równania (27) nie są między sobą różne, lecz że jedno jest alge- 
braicznym wynikiem trzech innych. 

Opuszczając przeto jedno z równań (27) i naznaczając na N 
dowolną wartość np. N=1, co jest dozwolone w tym razie, otrzy- 

zł dx; (dzą dez 

mamy wartości oznaczone na -75> p> —g, * 

Jako przykład uważajmy równanie: 


(a) Li de =s Tą de, de T3 dí, ST «c d.r3 = 0. 


Ponieważ: 
(0,3)=1, (0,2),="0, 4073) == 
WZ = KTO 
(2:8) 4 1; 


przeto równania (30) zamieniają się na: 
(b) dz:dz,:drz:dz=— (1,40): (2, +1): — (1140): (0, 425). 


Gdy ten układ trzech równań różniczkowych zcałkujemy, 
otrzymamy: 
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PEM, a3 | a 
¿23 zTFa) | 
(c) Ti == © + dą 


Ay ZE | 
| te e2 (2a-Eaji 52. * 


gdzie a,, az, az są trzy stałe całkowania. Uważając te stałe 


całkowania za nowe zmienne, podstawmy wartości (c) w równaniu 
(«), tedy wypadnie równanie zawierające tylko te nowe zmienne: 


(a) Qa da, e 10 da, + da; = 0, 


8. Poznalismy, że w równaniu linijowém kształtu (1) z pa- 
rzystą liczbą zmiennych, możną zawsze pomniejszyć liczbę ilości 
zmiennych o jednę zmienną za pomocą stósownych podstawień, 
które należy rachować z równań Pfaffa (25). W przypadku, gdy 
liczba zmiennych jest nieparzystą, byłby wspólny mianownik ilości 
N, N = , » +, rachowanych z równań (25), identycznie równy 


zeru, dlatego to pomniejszenie tylko wtedy jest możebne, gdy wszy- 
stkie liczniki są także równe zeru; albowiem w tym razie ilości 


Nią N Baja, przedstawiłyby się pod postacią nieoznaczo- 
n, coby dowodziło, że równania (25) nie są między sobą 


różne, lecz jedno wynikiem wszystkich innych, Opuściwszy zatem 
jedno z tych równań i położywszy N=1 otrzymalibyśmy zawsze m 


A SR US da, f 
równań na oznaczenie m ilości. —= ,.,, —— . Ostatni przy- 
de da 


padek zachodzi wtedy, gdy dane równanie jest całkowalne pod 
postacią jednego równania pierwotnego. 
Uważajmy tylko równanie między trzema zmiennemi 


(31) X dz + X; dz, + X dí, =. 


Równania (25) zamienią się w tym przypadku na: 
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i RS a 
(0, 0) N + (0, DNS = + (0, 2) dza s 
(32) (1, 0) W + (1, pap + (1,2) uła, dg 
(2, 0) W + (2, 1 NS u + (2,2) NR =X,. 


Zwykłym sposobem rugowania znajdziemy z tych równań: 


=p o zh "NEM: 
gdzie: 
(0, 0), (0, 1), (0, 2) 
M=| (1,0), (0, D, (1,2) | =0, 
i (2,0),(2,1), (2, 2) 
a R 


L = (1, 2) [(1, 2) X + (2,0) X, + (0, 1) X,', 
Ti = (2, 6) [(1,2) X + (2,0) X, + (0, 1) X3], 
L, =(0,1)[(1, 2) X + (2, 0) X, + (0, 1) X]. 
Ztąd czytamy, że gdy równanie (31) jest całkowalne pod 
postacią jednego równania pierwotnego, zatem gdy: 
(1,2)X + (2,0) X, + (0,1) X=0, 
natenczas także liczniki Z, 7, , Z2 będą zero. 
Jako przykład uważajmy równanie: 
(a) (2, — a>) de + (£, — 2) de, + (I — a,) de, = 0. 
Ponieważ 
-(0,1)=2 (0,2)=—2, (1,2)=0, 
przeto warunek całkowalności: E 


(0, 1,2) = 2 (a, — 22) + 2 (z — 2) + 2(c— a,) =0. 
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Opuszczając zatem ostatnie równanie (32) i kładąc N=l, 


` „ de dz, i 
otrzymamy na oznaczenie —! , —2 dwa równania: 


dæ’ dz 
dz, dr, , 
de "dg Su M 
dr, A 
1422485 
zkad: 
|- BRA 
E cO A AE "1 
(b) 
dea sak 1 de 
e. KOCE 


Całkując te równania linijowe i oznaczając przez a, , a, dwie 
stałe całkowania, otrzymamy: 


4a 


Ii=T+ae ; 
©) £ =% +a yi 


Uważając następnie stałe całkowania a;, a, jako nowe 

zmienne podstawmy wartości (c) w równaniu (a), tedy wypadnie: 
(e) a, da, — a, da, =0, 
zkąd: 6 
(1) a, = ¢ 02, 
. gdzie c jest stałą całkowania. Podstawmy w (f) wartości na ax, a, 
- w funkcyji pierwotnych zmiennych z (c), otrzymamy całkę danego 
równania (a): 
(Y) = æ = e= e(t, — a) 

9. Z badań poprzednich artykułów wynika twierdzenie: 
„W równaniu różniczkowém rzędu 1goi linijowem, między parzystą 
liczbą zmiennych, można zawsze pomniejszyć liczbę zmiennych o je- 
dnę zmienną za pomocą podstawień, rachowanych podług regu- 
ły Pfaffa. W takiém samém równaniu z nieparzystą liczbą 
zmiennych jest to pomniejszenie możebne tylko wtedy, gdy 
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„równanie jest eałkowalne pod postacią jednego równania pier- 
wotnego.” 
Pozostaje nam jeszcze do wyłożenia sposób SADZĘ rów- 


m-l m--2 
E 


nania (1) pod postacia równań pierwotnych, we- 


dług tego czy liczba m +1 jest parzystą lub nieparzystą. Uważajmy 
pierwszy przypadek, gdy liczba zmiennych w równaniu (1): 
(A) X dr + 2, da, +... + Xm d£m 0 
jest parzysta. 
Sposobem powyżćj wyłożonym rachujemy podstawienia 
(B) Z Vall, bi e dm), [0 211,2,.., m] 
J 
w skutku których równanie (4) zamienia się na inne: 
(C) A, da, + A, da, + .. + An dan = 0 
zawierajace tylko nowe zmienne a; , a>,.., Am + 
Aby w tém równaniu pomniejszyć liczbę zmiennych, ustana- 
wiamy między zmiennemi a; , dą, .., Gm dowolny związek albo 
przyrównywamy jednę zmienną do dowolnéj stałćj, t. j. kładziemy 
albo: 
(D) Ankarien 63 54n:) FF M 


(D') Am = ĉj; 
W skutku pierwszego lub w skutku drugiego przyjęcia zamie- 
nia się równanie (C) na inne z m—1 zmiennemi: 


(E) (Ay) dy + (Az) diz +». + (Ami) damni = 0, 
gdzie ogólnie (4;) jest wartość, którą przyjmie “wspólezynnik 
A; równania (C) po podstawieniu za am wartości albo z (D) 
albo z ( D’). 

Sposobem Pfaffa rachujemy następnie podstawienia: 
(F) ag =4g (am —i > bi ba, “+, bmi) IB = 1,2,..,m—2] 
w skutku których równanie (12) zamienia się na inne: 


(G) WB edhi + B, dh, +.1.4 Bm -= 3 dba — 2 =0. 


albo: 
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2 "Of: = 
A gdy znowu położymy: . 
(1) Ja lorda Osi) = U 


(H') PE = cz 


lub: 


gdzie c jest dowolną stałą, równanie (G) zamieni się na: 
(0 (B) db, + (Bz) dbz + ¿+ (Bnzs) dos 520. 


gdzie (B,) jest wartość współczynnika B; równania (G) po pod- 
stawieniu wartości na ba z (H) lub z (415). 

Postępując ciągle tym samym sposobem, t. j. pomniejszając 
liczbę zmiennych albo sposobem Pfaffa, albo przez ustanowienie 
dowolnego związku między zmiennemi lub przez przyrównanie je- 
dnćj zmiennćj do dowolnćj stałćj; otrzymamy ostatecznie równanie 
między dwiema zmiennemi 


(K) N, dn, + N, dną =0, 
które całkowane daje 


L) | fm (m, n) = Cna; 
2 2 


Równania (D), (H), .. , (Z) przedstawiają całkę równania 
m--1 
2 
wolna, mianowicie tę, która wchodzi do ostatniego równania. 
Takich układów równań przedstawiających całkę równania (4) 
można nieskończenie wiele otrzymać, z powodu dowolności funk- 

UDI 
Równania zaś (7)'), (H), . . , (Z) przedstawiają także całkę 


(A) - tych równań jest i zawierają one jednę stałą do- 


równania (4) — tych równań jest także pa 


2 
m+1 


raja 3 stałych dowolnych c;, Cz, ... a . Naturalnie po- 


, ale one zawie- 


trzeba tak w równaniach (D), (H), (Z), jako tćż w równaniach 
(D'),(H'),.., (ZŁ) różne zmienne wyrazić przez pierwotne zmien- 
ne za pomocą podstawień (B), (F), . . , któresmy sposobem Pfafla 
kolejno rachowali, 
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Jeżeliby równanie (4) zawierało nieparzystą liczbę ilości 
zmiennych, natenczas zaczęlibyśmy powyższy proceder, od ustano- 
wienia dowolnego związku lub od przyrównania jednćj zmiennćj 
do dowolnéj stałej. 

Uważajmy np. równanie 


(a) a, dz + T, du, + Z; de; + z dzą =0 


badane już w artykule siódmym. 
W skutku podstawień 


PZN P 
E IES "2" 
(b) Ty = T + dz; 
a a 
L; = z ! 


POEto) 2’ 
zamieniło się to równanie na 
(c) a, da, — a, da, + daz = 0. 
Jeżeli położymy: 
(d) Q = Cia 
gdzie c, jest dowolną stałą, równanie (c) przejdzie na 


a, da, — a, da, = 0, 
zkąd: 


(e) 41 = Cz Q2, 
gdzie c, jest drugą stałą dowolną. Podstawiwszy w równaniach 
(d), (e) wartości na a, , az, az , z (D) t.j. 


a, = £,— (tz; 
Uy = Ly — By 
(1) 2 2 
ti + tz 
Gz = ———-—3 
tą + € 


otrzymamy dwa równania: 


a | "+ tz = 6 (tz + 2), 
e | ty — ty = Cz (41 — £) 
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z dwiema dowolnemi stałemi c, , C, przedstawiające całkę rów- 
nania (a). 2 

. Nieskończenie wiele całek tego samego równania (a) pod 
postacią dwóch równań, zawierających tylko jednę stałą dowolną, 
można otrzymać, ustanawiając między zmiennemi a, , az, az jaki- 
kolwiek związek, a następnie rugując za pomocą tego związku 
jednę zmienną z równania (c). 

Uwaga. Z tą metodą całkowania równania (1) połączona 
jest ta niedogodność, że z układów równań Pfaffa, z których rachu- 
jemy kolejne podstawienia, tylko pierwszy układ można sformo- 
wać, a dla następnych podać tylko prawo, podług jakiego się je 
sformuje, gdy wszystkie poprzedzające układy zcałkujemy. Tę 
niedogodność usunął Jacobi tym sposobem, że zamiast stałych 
dowolnych, które całkowanie układu równań Pfaffa bezpośrednio 
daje, wprowadził inne ilości jako nowe zmienne, mianowicie po- 
czątkowe wartości pierwotnych zmiennych, zatem po zcałkowaniu 
pierwszego układu (25) te wartości zmiennych 2,,%2,..,%m» 
które te zmienne przyjmą przy »=0. Ponieważ do naszego celu 
potrzebny nam tylko pićrwszy układ równań Pfaffa, przeto poprze- 
stajemy na téj wzmiance *). 


10. Jeżeli równanie (1) jest calkowalne pod postacią je- 
dnego równania pierwotnego, natenczas można to równanie pier- 
wotne otrzymać także przez ciągłe pomniejszanie liczby ilości 
zniiennych. Nasuwałaby się tu tylko jedna wątpliwość, miano- 
wicie czy równanie, które otrzymamy po zmniejszeniu liczby ilości 
zmiennych jest całkowalne pod postacią jednego równania pierwo- 
tnego, jeżeli niém było dane równanie. Że ta wątpliwość nie może 
mieć miejsca, dowodzimy jak następuje. 

Jeżeli równanie (1) jest całkowalne pod postacią jednego 
równania pierwotnego, wtedy musi być identycznie (podług art. 1) 


*) Udoskonaloną metodę Pfaffa znajdzie czytelnik w Crelle Journal 
it.d. Tom XVII str. 158 i nast., nstep 12; jakotéz tom LX, str. 
193—250. 
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y z TA „zwł > 


E 
Ca) (a, A, y) ofra, imanol 


gdzie ©, 8, y, są jakiekolwiek liczby z szeregu 0, T, 2, . . , m. 
Podstawienia ] ó dd 
(b) Br ZUW (4, Au rda teran a). [r =1,2.. m] 
zamieniają równanie (1) na inne: 
sm 
(c) È A, da, = 0, 
s=1 
gdzie: 
de, 
da, 
Ostatnie równanie jest całkowalne, gdy znowu; 
(e) (h, i, k) ==. 0; 


gdzie h, i, k są jakiekolwiek liczby z szeregu 1, 2, . . , m i gdzie: 
(h į ky LR 4 (a, r Er Ga) KO spi) 
18, k) = An 


———— | A: or ao: i + AS]. 
dak da; $ dar dax da; da, 


(d) Fo X, 


Niech skazówce ©, odpowiada skazówka h, skazówce 8, 
skazówka i, a skazówce 7 skazówka k, t. j. połóżmy podług (d): 


u=m de, $=m, de; 1=m de 
f = X, fp 2 Jawa Az = A PAT k 
(1) Aj Ż 2 A En X: Jahi A, „ah X, day 


risas drugie równanie względem az i zważmy że: 
(dX. yzm di dX; d: ty 

å (= y= de, 2 E 
tedy bedzie; 

ddi Pm deg ju Be 1=m dXg de z de r, 

day T 2 $ da, dai * pr 4h de, $ Zaj 
różniczkując podobnie trzecie równanie M a; , otrzy- 
mamy: 

dAr i r" dex, pign 13" dX, dez de, l 

dar  „Ż,” da day ¿E de, ud, da 


a gdy te dwa równania od siebie odejmiemy, wypadnie: 
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dA, dA _f=m yzm (zz dx, :) drg de, 
ła” da iż, e ES 
lub symbolicznie: 
=n m1 de, 
(2) (i, 4) == 5 >> (8, ya da; E 
y=1 
Podobnie RR si 
=" U=M a 
(h) TIA, 200 zi se mj 
ES 1 de, de 
(k) (l, 0) = "7 (a, 8) Z” NOA. 
Ak g= i, 4 


Jeżeli pomnożymy te trzy równania (4), (2), (k) odpowiednio 
przez równania (j) i dodamy do siebie iloczyny, natenczas - Spa 


ns y" de, pS 
1) SÓ de, dzą de 
l ( (h, 22 6-1 ks 2, (6 fn 7) day dal TE, 
zkąd wynika bezpośrednio, że gdy ENTE 
(a, B y) =/0 3 


wtedy także: 
(h, i, k) = 0, ni j 


co było do okazania *). 


” MOSM powyższy zamieścił autor w. Grummerts Archiv der 
Mathematik und Physik tom 46. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ DRUGI. 


OCAŁKOWANIU RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH O CZĄSTKOWYCH 
POCHODNYCH RZĘDU 1-go I LINIJOWYCH. 


A. Rozumiejac przez x zmienną zależną, a przez 2,,.., ln 
zmienne niezależne, nazwiemy równanie różniczkowe: 


EŃ O da 
(1) wm +o + Xan 35 


w któróm X, X,,.., Xn są dane funkcyje wszystkich zmiennych, 
równaniem różniczkowćm o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go 
i linijowóm. 

Jeżeli dla krótkości cząstkowe pochodne oznaczać będziemy 
jedną literą p, to jest jeżeli położymy ogólnie 


de 


(2) dde 3 


wtedy równanie (1) przyjmie kształt: 


(3)  X=XMp,+.. + X, pe 


Równanie skończone między zmiennemi 2, 4, , . . , Zn, Zktó- 
rego zmienna zależna m, wyrażona w funkcyji zmiennych niezale- 
żnych 2,,.., Tn, sprawdza identycznie równanie (3), nazywamy 
rozwiązaniem lub całką tego równania. 
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A zatém równanie: . 
(4) A E 77) 2) 
będzie całką równania (3), jeżeli po podstawieniu wartości (4) ró- 
wnanie 


dp 


(5) x=xXx“% de tx FM dp 


day 


będzie tożsamością. 
Podobnie gdy mamy równanie skończone: 


(6) f (o 485." MaN; 


wtedy zważywszy, że ogólnie 


będzie równanie (6) ka równania (3), jeżeli równanie 
D ALAN 
stanie sig nia gdy za æ podstawimy wartość z (6). 


2. Sposób całkowania równania (3) wynika bezpośrednio 
z jego genezy. Można okazać, że jeżeli pierwsza strena ró- 
wnania: 


(8) F O s E A 


jest zupełnie dowolną funkcyją n ilości w ,.. , Un które są danemi 
funkeyjami n+ 1 zmiennych 2, 2,,..,%,: natenczas równanie (8) czyni 
zadość równaniu linijowemu kształtu (3), które otrzymamy rugując 
różniczki de, da,,.., de, między równaniami du, =0 ,.., du„=0 
i równaniem de — p, da, — .. — p. dx, =0, wyrażającem zwią- 
zek między zmiennemi 4, 4, , . ©, Zn 

Różniczkując bowiem równanie (8) całkowicie, otrzymamy 


dr dF 
Ta dw + .. + du, duz-== 0. 
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Ponieważ funkeyja -/ jest z założenia zupełnie dowolną, prze- 
to powyższe równanie może się przy wszelkich kształtach téj fun- 
kcyjitylko wtedy utrzymać, gdy oddzielnie 

du, — E 10 
to jest, gdy: ; 


dn, dn, du, 
— æ . — é A —o „= 
dz 4 | de, PA dan dA 

19) 4 ; indo 
dUn 


du, | du Z 
de + dz, de, +..+ dz, de, = 0. 


de 


Oznaczając z tych n równań stosunki różniczek de, du, ,.., den, 
otrzymamy 


dz da de 
10 a A — A 
(w X Aj > Xa 


gdzie X, X, ,.., Xa są dane funkcyje zmiennych ©,2, ,. «5 dy. 
Formując równanie: 
dz = p,' dz, ++ „. + dn, dźz, 
i rugując różniczki de, day ,.. , de, między równaniami (10) itóm 
ostatnićm równaniem, otrzymamy równanie linijowe: 
X = A Pp +..+X22Pn 
kształtu (3), któremu równanie (8) czyni zadość. 

Z tćj genezy równania (3) wynika zarazem sposób jego cał- 
kowania, mianowicie gdy oznaczymy całki układu n zwykłych ró- 
wnań różniczkowych (10), całki, które są niczćm, jedno równa- 
niami 

(11) RW WDR RZY 
gdzie c; , (z, . . , Cz Są stałe dowolne, natenczas 
(12) E fu ar a Ua) = 0. JD e SZT zada 1 ) 
gdzie 1", f są symbole dowolnćj funkcyji, będzie całką równania li- 
nijowego (3). 


http://rcin.org.pl 


= MB SL 


Ten sposób całkowania równania linijowego (3) wynaleziony 
przez Lagrange'a, lecz cokolwiek inaczćj uzasadniony, objaśnimy 
przykładem. 

Uważajmy równanie: 

Ty V? 
(a) A RA de w pr 

Równania Lagrange'a (10) zamieniają sig w tym przypad- 

ku na: 


do te de des in, 
sr RE La 2 A zg 
T3 
lub 
dry a. de, La de æ La 
E MA A "ie, W 


(o) Demos zt 


gdzie c, , cz są stałe całkowania, a trzecie zamieni się, gdy w niém 
położymy z (c) t = (3 ti , Tą = C, ©, na jednorodne 


de gos. Cz 


de, Ly 
którego calka jest: E 
c, 
ONECIE 
y r 10: 1 NFMB =(; á 
a" 


Równania całkowe (c), (d) rozwiązane względem stałych 
Ci s C2, Cz SĄ WiĘC: | 


Vi T 

(a—1) « + pd ze 
(e) Ż = Elk pd i 
> zt 1 >» 2, 3% La y 


a zatém ogólna calka danego równania (a) bedzie: 
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ME PpD MIA | 
A A E 


gdzie f jest symbol dowolnćj funkeyji. 

3. Ze całka (12) jest zarazem najogólniejszą możebną, do- 
wiedziemy gdy okażemy, że każdą całkę można otrzymać z (12) 
uszczególniając kształt dowolnćj funkeyji F. 

Niech bowiem będzie f = 0, gdzie f jest daną funkcyją 
zmiennych ©, 2% ,. ., t„, całką równania (3); tedy będzie podług (7) 
pdf df df _ 

(13) X— +X, da T pe} des 
Nadto rugując dz , wę s+ +, da, między równaniami (10) i równa- 
niami (9), które wynikają z równań (11) przez różniczkowanie, 
otrzymamy: : 
M 


| e e qa la = 0, 

(14) à j á > 3 š s > 
du, du, > E 

| X = + A e H.+ Xu = 0. 


Jeżeli wyrugujemy między temi n4-1 równaniami (13) (14) 
linijowemi i jednorodnemi względem ilości X, X, ,.., X, te 
ostatnie ilości, otrzymamy identyczność: 


df df df 
dx Bo? dz, 
CK "NIK 
(15) do” de, dra =0, 
| 4 , 
| Ue ¿AU du, 


zkąd bezpośrednio wynika *), że ilość f musi być koniecznie fun- 
kcyją ilości w, ,.., n, co było do okazania. 


*) Zasadnicze twierdzenie z teoryji funkcyjonalnych determinan- 
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Wniosek. Równanie o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go, 
linijowe, między n+1 ilościami zmiennemi ©, a, , . . , &n posiada 
n, ale tylko n różnych rozwiązań, a każde inne rozwiązanie jest al- 
gebraicznym wynikiem tych m różnych rozwiązań. Albowiem każda - 
z n całek równań Lagrange'a (10) jest rozwiązaniem równania (3), 
a każde inne jest dowolną funkcyją tych m różnych roz- 
wiązań. - 

Uwaga. Równanie linijowe (3) możemy zamienić na jedno- 
rodne przez wprowadzenie nowćj zaleznéj. Albowiem gdy: 


V = const 
jest calka równania (3), tedy bedzie podlug (7): 
dV dV dV 
(16) Leny: oa de Fra =0 


równaniem jednorodném z nową zależną V;a gdy u, =€,,..,tu=C 
są całki równań Lagrange'a (10), wtedy: 
(17) V=Fl(w,..,1,) 
będzie najogólniejszą całką równania (16). 
4. Uwazajmy teraz m równań różniczkowych o cząstkowych 


pochodnych rzędu i stopnia 1-go, między n + 1 zmiennemi 
V,Li,%%2,+.. > Un, sprowadzonych do kształtu jednorodnego: 


av dV av 

ET A +4 Ta +. hirdi a = 0, 
av: 

(18) Az. T + dd z +. „+ dan —— "de, == 0, 
Ly av dv 

i POBYT + Am s Ta Eu, + Adm; n — JE” ue 0, 


gdzie współczynniki 4;, 1 są poc funkcyjami zmiennych nieza- 
leżnych 2, , 3, ++, Tw AM Cn. 


tów, na któróm oparte powyższe dowodzenie, wyłożyliśmy w oddzielnćj 
nocie, umieszczonćj na końcu tćj rozprawy. 
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Rozumiejac przez symbol A; działanie wyrażone przez ró- 
wnanie; 


di sir, 
(19) MNE F Aa fi + Ag > 


możemy układ równań (18) krócéj tak pisać: 
(20) A, V=0,"42 V=0,.., AV =0. 


Teoryją takiego układu równań różniezkowych jednoczesnych 
zajmowało się dwóch geometrów. Jacobi *) okazał, jak można wy- 
nalezó wspólne rozwiązanie tego układu równań w pewnym szcze- 
gólnym przypadku; Boole **) podał zaś ogólną metodę na wynale- 
zienie wszystkich wspólnych rozwiązań i w każdym przypadku. 

5. Metoda Booleja opiéra się na nastepujacém twierdzeniu: 

„Jeżeli na pierwszych stronach równań A, V= 0, Ax V = 0, 
wykonamy działania wyrażone odpowiednio przez symbole Ax, Ai 
i sformujemy równanie A; Ax V— AA, V = 0, lub prościćj 
(A; Ax — Ar Ai) V = 0: natenczas ostatnie równanie będzie 
tego samego kształtu, co dwa pierwsze, i będzie identycznie spra- 
wdzone przez wspólne rozwiązanie dwóch pierwszych.“ 

Pierwsza część tego twierdzenia jest oczywista; albowiem 
wykonawszy na RE stronach równań: 


działania wyrażone odpowiednio przez Gn Ary Ai h.a puto” 
pnie odjawszy je od siebie, otrzyntamy: 


(0d Ay a 
dV. 
(A; Ar 1 1 — M Aa, D gaz +.. + (A: An EA A, i, 
gdyż wyrazy, do których wejdą drugie pochodne ilości V, zniosą się; 
albo gdy położymy ogólnie: 


*) Crelle. Journal, tom LX, str. 1 i nast. 
**) A Treatise on differential equations. Supplementary vo- 
lume; Chapter 25. , i 
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u 0 ISB 
(7) 


(23) TS A; PE E As 4, ry 
Be dV w av 
(23) (A; Ar — A: A;) V = B, ik dej +.. + Bi, tz 0. 


Co do drugićj części załóżmy, że V = © (£1, .., xn) jest 
wspólném rozwiązaniem równań A; V =0, A> V = 0, że zatćm: 
149=0 i Ar p =0. 
Ponieważ ogólnie A; 0 = 0, przeto będzie: 
A:A:p=A4:0=0 i AAA p =4A: 0 =0, 
a zatém także: 
(A; Az — Az Ai) p = 0, 
co bylo do okazania. 
6. Metoda Jacobiego opiera sig na następującóm twierdze- 
niu Poissona *). 
„Jeżeli równanie (A; Ax — Ar Ai) V=0 jest identycz- 
ném; zatém jeżeli przy wszelkich wartościach skazówki r z szeregu 
(r) 
lizzb 1, 2,..,m jest identycznie B; x = 0, natenczas znając 
jedno rozwiązanie V = g (%;,.., 3a) równania A; V = 0, 
otrzymamy cały szereg jego rozwiązań, wykonywając na wyrażeniu 
% kilkakrotnie działanie wyrażone przez symbol A; .* 
Albowiem, gdy położymy w równaniu identycznóm 


(A; Mx — Ar AJ) V=0 
V=Y, i zważymy że A; = 0, a zatém także Ax A; y = 0, 


otrzymamy: 


A Ar y = 0 


zkąd czytamy, że także p, = Ax Y jest rozwiązaniem równania 
A; V=0. Wykonywając na p, to samo działanie Az , otrzyma- 


- LTZ 
my trzecie rozwiązanie 2 = Ax Y, = Ar Ar P = Ar Y, itd. 


*) Journal de l'école polytechnique. Cahier 15. 
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Postępując tym sposobem, otrzymamy z jednego rozwiązania 
V = ọ równania A; V = 0, caly szereg rozwiązań 


2 p 
P, Pı AE p, Pı = Ar p, = år P,.., Pu = Ar Pu=1 = Ar f. 


Ponieważ równanie różniczkowe A; V = 0, prócz oczywiste- 
go rozwiązania Y = const, może mieć tylko n—1 różnych rozwią- 
zań, przeto w powyższym szeregu znajdzie się jedno, które nie jest 
nowém rozwiązaniem, lecz jest albo funkeyja wszystkich poprze- 
dnich albo ilością stałą, np.: 


Pu =J (9, Pis.» Ty) 
gdzie U < n—l1. 


7%. Jeżeli równanie (A; Ax — Az Ai) V = 0 jest iden- 
tyezném dla każdćj pary równań (3), wtedy wspólne rozwiązania 
tych równań wynajdziemy, jak następuje. 

Najprzód szukamy wszystkich n— 1 różnych rozwiązań pier- 


wszego równania A, V = 0. W tym celu wystawiamy równania 
Lagrange'a dla tego równania: 


da. da 
. 24 — = A ns NĄ 
( ) Ayn 


Jeżeli ny "Qq,.., Un-1 FC, Są Całki układu zwykłych ró- 
wnań różniczkowych (24), natenczas każda z nich będzie rozwią- 
zaniem równania A, V = 0, a najogólniejsze rozwiązanie będzie 
dowolną funkcyją ilości w, ,.. , Un=1 , Dp.: 


(25) v="F (w 1 UY>..> Un). 


Tę funkcyją F chcemy następnie tak oznaczyć, aby spra- 
wdzała identycznie także wszystkie następne m — 1 równań 
ASIS OCA V=0. 

Wprowadzając w tym celu najprzód zamiast pierwotnych 
zmiennych 2; , .. , w ilości u, ;.., Un=1 ©, jako nowe niezale- 
¿nie zmienne, którekolwiek z ostatnich m — 1 równań A; V = 0, 
gdzie č = 2,..,m, zamieni się na: 
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wyż arog: dV du, dV dua 
Ai Vv = Ai, 1 du, da, .. dura dr, | 
dV du, dV duni AV). 
+ Aus tot rd > Jo cz] = 


«albo przy innćm uporządkowaniu 


pp lr. di da, 
` r [4 A aid 4 ba 


c 


dun-1 Maniy duza aż 


lub nareszcie: 


aV 1V 
A V = A M Tu, +. + As Un-1 7 — e NEA 


d 
gdzie |: | jest pochodna, wzięta względem wyraźnego LS 


Atoli jeżeli przez V rozumiemy rozwiązanie pierwszego ró- 

wnania, rozwiązanie, które podług (25) może zawierać wyraźnie 
m: „ [dV 

tylko ilości wy, 4 , . . , n-i, natenczas będzie (=n w sku- 
n 


tku czego ostatnie równanie zamieni się na: 


(26) A; LEJ 5 ZĘ + As Ugo — da == 0, 
dun—1 
gdzici=2,..,mM. 

Równanie (26) przedstawia układ m — 1 równań różniczko - 
wych tego samego kształtu co równania (1) i zupełnie równoważny 
układowi (1); albowiem współne rozwiązanie układu (26) będą 
rozwiązaniami wspólnemi równań (1). 

Nadto równania (26) nie zawierają prócz ilości i, . « ; Un-1 
żadnych innych niezależnie zmiennych, albowiem z powodu tożsa- 
mości 

(A: Ar — Ar AG )V=0 
przedstawia każdy współczynnik A; w w równaniach (26) rozwią- 
zanie równania A, V = 0, w skutku czego musi być pewną funk- 
cyją jedynie ilości u, , Uy p ++» Una + 


http://rcin.org.pl 


> — 386 — 


Nareszcie jezeli równania (26) oznaczymy znowu przez 

(27) A/V=0, AAV=0,.. An, V=0, 
natenczas rownanie | 

(28) (A; A: — Ar A; )V=0 
będzie znowu identycznóm dla każdych dwóch równań (27); albo- 
wiem wprowadzenie ilości % ,..,Un-1, Cn jako nowych zmien- 
nych niezależnych nie zmieniło natury równań, zatóm równa- 
nia (28) będą identycznemi po przerobieniu równań (1), jeżeli by- 
ły identycznemi przy ich pierwotnćj postaci. 

Całkowanie układu m równań (1) lub (3) między n niezale- 
żnemi «;,.., 2, sprowadza się przeto do całkowania m — 1 ró- 
wnań (26) lub (27) między n—1 niezależnemi u, ,.., u 1. Tak 
samo można układ (27) sprowadzić do układu m—2 równań między 
n—2 niezależnemi i t. d. 

Postępując ciągle tym samym sposobem, otrzymamy w końcu 
jedno równanie różniczkowe o cząstkowych pochodnych rzędu 1-go, 
linijowe i jednorodne, między n — m + 1 niezależnemi, którego 
rozwiązania, wyrażone w funkcyji pierwotnych zmiennych, dadzą 
n — m różnych rozwiązań wspólnych dla układu danego (1). 

Jako przykład uważajmy dwa równania: 


d dV dor. 
mA A; P= m zz T 1% ds + u da > 
a 
dv dV BW. 
dą V= r, de, Tr dx, TO EAN 
Równania Lagrange'a dla pierwszego równania sa: 
(b) de, _ dta _ dzy Pa Cae s 
dy 0 Dj Li d4 0 
zatćm jego rozwiązania: 
Ty Ly 2 
c Uj ZB; UE, U— ——, UE ———Á iS 
(e) u, 29 Ua 5 a de 3 


Poniewaz: 


A, u "dą =u,, A, U= Ty "ug, Ay 350, Ar Uy =t 25 =U Uy, 
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przeto wspólne rozwiązania równań (a), są rozwiązaniami ró- 
wnania: 
dV dV „ dV 
d zk SR Rn W, 
Hy du; zh... du, AL: duą 
Równania Lagrange'a dla tego równania linijowego są: 
du, — du, du _ du, 


(e) A Hle ERME POA GEP 
zatėm równania: 
(0) 4 =3 uu E a W, 5 L +e 
lub podług (c): 
(g) ma "am, © = bri, mm = 7 + z +e, 


gdzie a, b, c, są stałemi całkowania, przedstawiają Sho u; rozwią- 
zania żądane. Najogólniejsze zas rozwiązanie równań (a) będzie: 


gdzie f jest znak dowolnćj funkcyji. 
$8. Ogólny przypadek, w którym równania: 
(29) (A; Ar — AAA)V=0 
nie są identycznemi dla każdćj pary danego układu (1) lub (3) 
sprowadza się do szczególnego przypadku, wyłożonego w poprze- 
dnim artykule. 


Przedstawmy bowiem równania (1) =" następującą po- 
stacią: 


dV V aV 

da, 3 A, » m+1 dt 4-1 "p A A, sn dL, =y 0, 
(30) .. . e,» . Los . . . pa > 

aV 

drm + Ans ntt gaz b s, 


co zawsze można zrobić przez rugowanie; połączmy z temi równa- 
niami jedno z równań (29), które nie jest identycznćm, i przedstaw- 
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my ten nowy układ o m.+ 1 równaniach znowu pod postacią (30). 
Jeżeli niektóre z równań (29) dla tego nowego układu nie będą 
identycznemi, więc znowu jedno z tych równań połączmy z tym no- 
wym układem, w skutku czego otrzymamy drugi układ nowy o m+-2 
równaniach, który znowu przedstawimy pod postacią (30) i t. d. 
Układy, które tym sposobem kolejno otrzymamy, będą podług arty- 
kulu 5-go równoważne danemu układowi (1j. Atoli postępując 
tym sposobem albo otrzymamy w końcu układ, dla którego równa- 
nia (29) będą identycznemi, albo dojdziemy do równań: 

dV dV dV 

dz, = 0, dzą = 0 ...> dan 
coby dowodziło, że równania (1) prócz oczywistego rozwiązania 
V = const, nie mają żadnego innego rozwiązania. 

Uważajmy np. dwa równania: 


=f, 


dV dV d 
i A va dz, * (04 +0, Za + ©, %) TE, + (2403 — Ser), 70, 
a 


- dm dV dv 
A, V= rh + (Ci Vg Z +y — tt) de, + (cz 2, — tą) de, 08 
dla których 


dV dav 
(b) (4, Az ¿a A, A) V= Ti dr, dz, = 


Łącząc to równanie z równaniami (a) otrzymamy nowy układ: 


== 0 


„r dy dV 
AVe + Gs +) gz, = 0 


dV dV 

(c) A, V = p + dą dwie = 0, 
dV ti e AP 

AA AAA GARA 


który możemy całkować podług reguły danćj w artykule 7. 
Znajdziemy 
Tz 2 
(d) Vaz —a3 — a, 24 — > = const 


2 
na rozwiązanie układu (c) lub, co jędno, układu (a). 
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9. Jeżeli chodzi nam tylko o szczególne rozwiązanie wspól- 
ne układu równań (1) lub (3) i to dla przypadku, gdy wszystkie 
równania (A; Ax — Ax A;) V = 0 są identycznemi, możemy użyć 
metody Jacobiego. 

Niech będzie. V = q jedno rozwiązanie pierwszego równania 
A, V=0, zatóm (podług PRE Poissona): 


p 
(31) 9,9, = A Y, P.=A: Qi = A. Pr Pu = Aa Pu -1 =A P 


szereg innych rozwiązań, pomiędzy któremi dopiero: 


(32) — Pe =F (P, Pis. -s Pu) 
gdzie y << n — 1. Wprowadzając zamiast m pierwotnych zmien- 
nych isee, La ilości Q, Pi soes Pais tep se + > Mn jako 
nowe niezależnie zmienne, otrzymamy (podobnie jak w artykule 
T postępując) na oznaczenie wspólnego rozwiązania dwóch pier- 
wszych równań A, V = 0, hi: V = 0 równanie: 


dV 
M 93 + A) Pı GR T >. - + Ape A Bipa —a 
albo s wę (32): 
dV 
(33) EA dp L+ dg, E + He z: ra a 


Niech będzie V = Y (9,9,,.., Pu—1) jedno z rozwiązań 
tego równania, lub, eo jedno, wspólne rozwiązanie dwóch pierw- 
szych równań A, V = 0, As V = 0, zatém: 


(35). W,y,=As Y, Va "As Y, = ASY, 110, =A Y,-1=45 Y 


szereg innych rozwiązań, między któremi dopiero 


(36) w=f (Y Yi s+ Y) 
gdzie v < n — 3, wtedy wspólne rozwiązanie trzech pierwszych 
równań A, V= 0, Aa V=0, Az V = 0 będzie rozwiązaniem 
równania: 
dV 


+. A = ro — Sí, 


dV 
As Pay + As Y, dry, 


lub podlug (35), (36) 


GE, 
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ball dV av 
(37) Pidy ra Ai dT or Papa e 


it. d. 
Jako przykład uważajmy trzy równania (c) artykułu 8. Ró- 
wnania Lagrange'a dla pierwszego z tych równań są: 


dz —_dm 0 dí — dm 
x 0 3a + m ua, 0 ? 
zatém: 
P = g3 — €] — 2 24 = coust., Pi =Ae PEM, 


Pa = A2 Y =1 


są jego rozwiązania. Rozwiązanie wspólne dwóch pierwsżych ró- 
wnanń (c) daje równanie: 


O a kiA. A 
"dy t dg, * 
Równanie Lagrange'a dla tego ostatniego równania jest: 

dp 
— =d 
Y Y , 

zatém: 

| Bh? 28 ez 

(d) V=Y9— y Pi =t —4—8 4 —3= const 


będzie wspólném rozwiązaniem dwóch pierwszych równań. Ponie- 
waż jednak wartość (d) sprawdza identycznie trzecie równanie 
As V = 0, przeto jest (d) wspólném rozwiązaniem wszystkich 
trzech równań. 
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ROZDZIAŁ TRZECI. 


O CAŁKOWANIU RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH O CZĄSTKOWYCH 
POCHODNYCH RZĘDU 1-go, NIE LINIJOWYCH, 


+ 


d. Niech będzie dane równanie skończone 


170.08 z=Zfln;..Ta Go.» dą ) 


między n+1 zmiennemi ©, r,» ., 8n, zawierające n stałych 
dowolnych a,,..,a„. Uważając æ za zależną acy,..,%% Za 
zmienne niezależne, rózniczkujmy to równanie cząstkowo wzglę- 
dem kazdéj z niezależnych. Tym sposobem otrzymamy n równań: 
df df 
Dioses gap" s Parr 


1 

Oznaczmy z pierwszych n równań (1), (2) wartości na 
Grass 1% W.funkcyji, ilości 75403 g i Cao Pr said ipods 
stawmy te wartości w ostatniém równaniu (2), tedy wypadnie 
równanie różniczkowe o cząstkowych pochodnych rzędu Igo: 

(3) FIZ By. 0% BU; « 0 ) 7 A 

które niezawiera stałych dowolnych, a któremu czyni zadość rów- 
nanie skończone (1). 


Równanie skończone (1), czyniące zadość równaniu (3) i za- 
wierające tyle stałych dowolnych, ile jest zmiennych niezależnych, 


6 
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nazywamy, używając terminologiji Lagrange'a, rozwiązaniem zu- 
pelném (solution complete) równania (3). 


Jeżeli więc równanie (1) jest rozwiązaniem równania (3), 
wtedy musi być identycznie: 


F (fi, ea En 3 L.. oa. 

Aby zaś równanie (1) było zupelném rozwiązaniem równa- 
nia (3), to nie dość, aby zawierało n stałych dowolnych, lecz nadto 
potrzeba, aby było można z tego równania i z którychkolwiek n—1 
np. zn—l1 pierwszych równań (2) oznaczyć stałe a, ,..,a„ w funk- 
cyji ilości 8y Lysa ss Wns Prys es Pa 3 gdyż w razie przeciwnym 
rugowanie, stałych a,,..,a„ między równaniami (1), (2) nie 
doprowadziłoby do równania (3). 

Ostatni warunek będzie zawsze dopelniony, gdy wyrażenia 

odj df 
J de,” Tsg dinaa 
są między sobą różne, zatem jeżeli determinant funkcyjonal- 
ny z tych funkcyj względem a,', . . ,'a, nie jest Ness 
zero *). 


„uważane jako funkcyje ilości a, , . a, an , 


2.. Prócz rozwiązania zupelnego uważają A jesżczo całki 
innego kształtu, mianowicie: całka ogólna (integral qee i roz- 
wiązanie osobliwe (solution singulaire). . 

Wykazanie znaczenia tych odmiennych całek i sposób ich > 
otrzymywania z rozwiązania zupełnego jest przedmiotem następ- 
nych badań **). 

Uważmy, że wy padek rugowania ilości stałych a, ,.., a, mię- 
dzy rozwiązaniem zupelném (1) i równaniami (2) będzie ten sam, 
jakiekolwiek naznaczymy wartości na te stałe dowolne. Mo- 
żemy je nawet uważać jako zinienne t.j. jako funkeyje ilości 
Ly» + + dw tak oznaczone, aby kształt równań (2) nie zmienił się. 

Uważając ilości ay, . . , a, jako funkcyje zmiennych 
Uy, + +, w i następnie różniczkując w tém przypuszczeniu równa- 


*) Nota na końcu rozprawy. 
**) Vorlesungen über Dynamik von C. G. J. Jacobi; str. 471. 
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nie (1) cząstkowo względem 2,,.., 2%: otrzymamy w miejsce 


równań (2) następujące. równania; 


W pdf daj 
"SNR AA] 


7 df da, 
dra da, den WI TA: ją 


PR 


J Te równania nie będą się różnić od równań (2), gdy ilości 
a,,..,da„ Oznaczymy jako funkcyje zmiennych ważnych 
Wys. . tak, aby — 


al A a a 
(4) di dad ŁR 
dida, df da, 


Tym n równaniom linijowym i jednorodnym względem po- 
chodnych s. TT a. możemy dwojakim sposobem uczynić 

da, °. da, ' 

zadość: 


albo 19 zakładając 


E 2 MEC. STEFE 


da, . da, 
albo 2% gdy przyjmiemy, że, pochodne Se soda z A nie są ró= 
CH dan 


wne zeru, ustanawiając między ilościami a,', . . , aa jakąkolwiek 
liczbę ‘dowolnych zwiążków; albowiem gdy wyrugujemy pocho- 


d d A 2% Mas) 
dne ny bia ho. ei między temi równaniami, natenczas wy- 
da > dan 


padnie: 
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da, » daz dan 
de? de: de, 


(6) da, de, **"* dzą, | = 0, 


day da, "GRS $ 
| den” dzy **'* dr, | 


3 


zkąd wnosimy, że ilości a,,dz,.., 4h uważane jako funkcyje 
zmiennych +, , +. , 2, nie są między sobą niezależne. 

W pierwszym przypadku oznaczywszy z równań (5) wartości 
na a; ,..,d„ w funkcyji 2,,.., 2h i podstawiwszy te wartości 
w rozwiązaniu zupelném (1) równania (3), otrzymamy rozwiązanie 
osobliwe. i ) 

W drugim przypądku otrzymamy całkę ogólną, jak następuje. 


8, Załóżmy żeż pierwszych ilości a; ,.. ; a, są funkcyja- 
mi pozostałych n—4 ilości di4,, +. , ay 5 mianowicie: 


a = fi (a; sees dn ) 
(7) ¿ i { 3 
ai = Pi (044) * + ; Ma). 


W tym przypadku są równania (4), determinujące ilości 
41,++.» An jako funkcyje zmiennych ©;,..., 2n „między sobą 
zależne i powinny się zredukować do n — i różnych między 
sobą. 

Istotnie podstawiając w równaniu (1) za a,,.., 0 po- 
wyższe funkcyje, różniczkując następnie to równanie cząstkowo 
względem każdćj z niezależnych ©;,.., 2, otrzymamy n równań: 


aka df df da; df E 
Pr de, + oz de Fouk (i de, 


1 


y | da; 
dr, de, 


em df df | dai, 
mE y is 4.4( 


dają | den 


, 
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gdzie nawiasy oznaczają, że przed różniczkowaniem należy podsta- 
wić za a;,.., a; wartości (7). 

Aby jednak kształt tych równań nie różnił się od kształtu 
równań (2) musi być: 


df dają 
rm dana Par + Be «(e -s Er 


df ob df zy Lui 
k+) den Aid [e den mN 


Te równania są zupełnie równoważne równaniom (4). Mno- 
Zac atoli te równania odpowiednio przez dz,,.. , de, i dodając 
iloczyny otrzymamy równanie: 


L=) daw PE: rak = 0, 


które z powodu niezależności ilości litrs + + s An rozkłada się na 
n— następujących: 


w flo (i 


W skutku równań (7) zamienia się rozwiązanie zupełne (1) na: 


(9) a= f (lisses Tab Pro > Qi; Gih seos an ) 

Jeżeli przeto między równaniami (8), (9) wyrugujemy n-i 
ilości ai; ,+., An otrzymamy także rozwiązanie równania róż- 
niczkowego (3). 

Ponieważ od naszéj wali adi ile z ilości a;,..a„ chce- 
my uważać za funkcyje wszystkich innych, przeto tym sposobem 
otrzymamy cały szereg rozwiązań z danego rozwiązania zupełnego. 
Te rozwiązania nazwał Lagrange całkami ogólnemi. Najogólniejsze 
będzie to, które otrzymamy uważając jednę z ilości a; ,.., a 
za funkcyją wszystkich innych. Ponieważ nadto te funkcyje są 
zupełnie dowolnemi, przeto każda z tych całek ogólnych jest 
żródłem nieskończenie wielu rozwiązań szczególnych. 

fr. Zachodzi jeszcze pytanie czy każde szczególne rozwią- 
zanie mieści się w tych ogólnych całkach, albo, ściślćj mówiąc, 
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czy z danego rozwiązania zupełnego otrzymamy wszystkie możebne . 
rozwiązania, uznając stałe dowolne za funkcyje zmiennych niezale- 
żnych. Nie trudno okazać, że tak jest w samćj rzeczy. 

Niech bowiem będzie: 


(GLOWNE 2=2 (+, %), 


jakiemkolwiek rozwiązaniem równania 6» którego rozwiązan ie 
Sapeli jest . 


(11) sebr kankea A 


Ponieważ te dwa wyrażenia są rozwiązaniami równania (3), 
przeto jest identycznie: 


Flm, p MA. i YOKO 


+... Tn > dr ****de 


7 A 
A 7 0, 

cj czytamy, że gdy oznaczymy ilości ax „^. . , a, jako funk- 

cyje zmiennych a, ,4.,, tak, aby miały miejsce którekol- 

wiek n z pomiędzy n+1 równań: 


d d d 
(2) [= LE gg, Sro IA 


wtedy dabas (n-+1)% będzie miało miejsce. Oznaczywszy zatem 
te ilości z n ostatnich i podstawiwszy wartości w pierwszóm, 
otrzymamy równanie identyczne, które różniczkowane cząstkowo 
względem 2, ,.., & daje 


ER JC 1 df dan _ dą. 
dx, da,. dm...» das dioa 
df KA day df dan dí 
dtn daidan shini des de ida * 


Atoli z powodu (12) dają te równania: 
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df dą ,. df - dar 


Ta de, BET 0.. 
lfa dis df odj wadą 


da, dit, 35 Ta dan de, 


Ponieważ ostatnie równania nie są czóm innćm, tylko ró- 
wnaniami (4), przeto wnósimy ztąd, że jakiekolwiek rozwiaza- 
nie (10; może być otrzymane 'z rozwiązania io a i to tylko 
sposobem wyłożonym w artykule trzecim. : e 

Wniosek. Jeżeli. z równań (12). wypadną DE AZ, + +; Ca 
wartości stale, wtedy. rozwiązanie (10) będzie Gsczekółwnii przy- 
padkiem rozwiązania zupełnego. „Jeżeli te- wartości będą funk- 
cyjami ilości ©, ,.., %h i nadto niektóre będą funkcyjami wszy- 
stkich innych, wtedy rozwiązanie (10) będzie szczególnym przy- 
padkiem jednego z rozwiązań ogólnych dających się wyprowadzić 
‘z rozwiązania zupełnego. Nareszcie gdy wartości wypadną zmien- 
ne, ale między sobą niezależne, To rozwiązanie a będzię 
rozwiązaniem osóbliwćm. 

Uwaga. Równaniom (4) można także uczynić zadość przy- 
równywając ilości az, ..; au da dowolnych funkcyj innych ilości 
stałych. Zatem z jednego rozwiązania można nieskończenie wiele 
innych rozwiązań zupełnych otrzymać. 

æ- Najlepszy sposób rugowania ilości stałych z danego 
równania skończonego celem otrzymania równania o cząstkowych 
pochodnych rzędu 19, rzucający zarazem światło na odwrotne zaga- 
dnienie, mianowicie na wynajdywanie rozwiązania zupełnego, jest 
następujący. 

Rozwiążmy dane równanie skończone między x-+-1 zmien= 
nemiz, *y;..;%, , Zawierające n stałych dowolnych a, ,..,d, 
względem jednćj stałćj a, , t. j. przedstawmy je pod postacią: 


vo wade wi E POSAY mV. tj 


Uważając œ za zależną, ys.» , 8n Za niezależne, różnicz- 
kujmy to równanie (13) cząstkowo względem każdćj z niezalez- 
nych; tym sposobem otrzymamy n równań: 
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j Ate, TIEN KWa > Pis ay, an )= 0, 


(14) "RT 
Ja Gdy ns Pa s 02311, Ca ) 20. 


Z tych a równań otrzymamy najprzód po wyrugowaniu n—1 
stałych aq,..,da„ , równanie o cząstkowych pochodnych rzędu 
pierwszego: 

(15) AC Żyro są 5 Prz ccc EE, 

i nadto oznaczymy każdą z tych n—l stałych w funkcyji ilości 
L, Czy ee Cn Pro ++ Pas tej. znajdziemy 
F; (2,2,.., 64/0, 3-4 ) = dy, 


(16) x. sisbryd (01) alntaxniwóNADONE: old 
Fy (024590, app Pr) 03, PY EA 


Równania (15), (16) są zupełnie równoważne równaniom (14), 
które otrzymaliśmy różniczkując cząstkowo względem każdćj nieza- 
leżnćj równanie (1), będące zupelném rozwiązaniem równania (15). 

Ztąd wynika, że gdy z równań (15), (16) oznaczymy ilości 
Pr» + «+ Pu W funkcyji ilości 2, £y, .. ; Tą ; az; +» y Gy i te war- 
tości podstawimy w równaniu | 


(17) de = p, dzy +... +.Pn dz, 

wtedy to równanie winno być całkowalne pod postacią jednego 
równania pierwotnego, a całka tego równania winna być niczóm 
inném, jedno równaniem (13), które jest rozwiązaniem zupełnóm 
równania o cząstkowych pochodnych (15). 

Aby więc wynaleźć rozwiązanie zupełne równania o cząstko- 
wych pochodnych rzędu 19 t.j. równania (15), dość wynaleźć n—1 
równań między ilościami Z, %,,.., Zn , Prs- +» Pn kształtu (16), 
które wraz z daném równaniem różniczkowóm (15) dają wartości- 
na py, + +» Pn » robiące równanie (17) całkowalnóm pod postacią 
jednego równania pierwotnego. Ponieważ równania (16) zawie- 
raja n—1 stałych dowolnych, a całkowanie równania (17) wpro- 
wadza jeszcze jednę stałą, przeto tym sposobem daje całkowanie 
równania (17) żądane rozwiązanie zupełne. 

Warunki całkowalności równania (17) winny dać sposób 
oznaczenia funkcyj F,,.., Æa , które przyrównane do dowol- 
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nych stałych az,.., a, są szukanemi n—l równaniami. Jak 
najdogodnićj urządzi ć rachunek celem wynalezienia tych funkcyj, 
mówić będziemy w następującym rozdziale; wprzódy zaś wyło- 
żymy metodę Pfaffa i metodę Cauchy'ego, którą powtórnie Jacobi 
wynalazł. 

6. Pfaff sprowadził całkowanie równania o cząstkowych 
pochodnych rzędu 1% do zagadnienia, wyłożonego w rozdziale I, 
mianowicie do całkowania równania różniczkowego rzędu 19 i linijo- 
wego, między 2 n zmiennemi,: pod postacią n równań pierwotnych 
z n stałemi dowolnemi. 

Wyobraźmy sobie bowiem dane równanie o czękikawych 
pochodnych rzędu 19 (15), rozwiązane względem jednéj pochodnéj 
Pn » t. j. przedstawmy je pod postacią: 


(18). (pa 2.9 (Z, Ly, Ta «Pis». Pn—1): 
Podstawiwszy tę wartość w równaniu (17) otrzymamy 
równanie: 


| — de + p, dry +.. + Pn; drm; + P da, =0, 
które, uważając Py, +. . ; Pn=x ZA nowe zmienne, można tak pisać: 
(19) —dr+p, da,+..+Pn1 der HP dën +0. dp,+..+0. dpn—1 20. 
To równanie jest zupełnie tego samego kształtu, co równa- 
nie (1) w rozdziale 1 i wyniknie z tego ostatniego, gdy położymy 
w niém: 
m=2 n—1, X =—l, X=py, 11; An=1=Pn=19 An =P, 
(20) p Mną = zoo 4 ZA; =0, 


i wt, w, Ela 3 «y la = Eny la Ed, . 

Pra S Pro E Pax 
Jeżeli więc to równanie (19) zcalkujemy pod postacią n 
równań pierwotnych z n dowolnemi stałemi, -znajdziemy n równań 
między ilościami 2, ©, ,++, Tn, P1»::; Pn=1 Zawierających 
n stałych dowolynch; a gdy między temi równaniami wyrugujemy 
m — 1 ilości p, , ..; Pn—ı , wypadnie jedno równanie między 
ilościami Z, 2,,.., Zn Z n dowolnemi stałemi, które będzie żąda- 

ném rozwiązaniem zupelném. 


-t 
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Uważajmy np. równanie: 
(a) -e = pipa lub p =. 
Pı 
Równanie (19) zamienia się w tym przypadku na 
(b) — de + p, da, + 7 des + 0. dp, = 0. 
4 1 


Stosując do tego równania wzory 30 art. 7 rozdział I, 
otrzymamy: 
(c) dz Li 2 dm © dp y 
de  p,'dmą pł’ dą  * 
zkąd: 
(d) PiE 2944, t=a4(2,4+4/)?, =a tą + dz, 


gdzie a,, dy, a, są stałe całkowania. 

Podstawmy te wartości (d) w równaniu (6) uważając ilości 
dj a>, az jako nowe zmienne, tedy otrzymamy równanie tylko 
między temi nowemi zmiennemi: 


(e) 2 a da, + a, dag — day = 0, 
To równanie (e) calkujemy pod postacią dwóch równań pier- 
wotnych, gdyż pod postacią jednego nie jest calkowalném. 
Kladac zatem: 
(1) a=b, 
gdzie b jest stałą dowolną, otrzymamy: 


b da — da; = 0, 
zkąd: ; 
(g) - baz: — a = a, 
gdzie a jest drugą stałą dowolną. 

Podstawiwszy w (f), (y) wartości na a, az, az w funkcyji 
ilości 2, ©,, Z2, p, z (d); otrzymamy dwa równania: 


Pi = Ya + b, 
1 1 
(W dw + a, 
Pi 


MELIOTEKA 


A. CZAJEWICZA 
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przedstawiające całkę równania (4). A gdy między ostatniemi 
równaniami wyrugujemy p, , wypadnie: 
(k) æ= (z, + a) (a + b), 

jako całka równania różniczkowego (a). 

„Jestto rozwiązanie zupełne równania. (a).. Całkę ogólną 
otrzymamy zakładając b=9 (a) i rugując a między równaniami: 

0) 0 = (2, + a) [zz + 9 (a), i 

| 0= m + 9 (0) + (7: + a) g (a); 
a całka osobliwa, będzie wypadkiem rugowania ilości a, b między 
równaniami: | 


© = (2, + a) (£ + b), 


de 
Ta a +b=0, SE + a =0, 
a więc: 
(m) %==0: 

Uwaga. Rozwiązanie zupełne równania różniczkowego (a) 
otrzymamy także, podstawiając wartości na p, , pa z (a), (d) t.j. 


z , 3 
Pi =% Ha ,P2 F aa w równaniu: 
da =p de, + Pa dí P 
w skutku czego będzie: 


(u) de= (z3 + ai) daj t a, dzy , 


i całkując to równanie, całkowalne pod postacią jednego równania 
pierwotnego. Równanie (n) nie różni się od równania (a), całko- 
wanego w art. 3im rozdziału Igo, jego całka jest kształtu (k). 


3. Cauchy a po nim Jacobi okazał, że pierwszy układ 
równań Pfaffa dość zcałkować, aby otrzymać rozwiązanie zupełne 
i całkę najogólniejszą równania o cząstkowych pochodnych rzędu T°. 

Jeżeli w równaniach (25) art. 4% podstawimy wartości (20), 
natenczas otrzymamy dla równania (19) pierwszy układ równań 
Pfaffa, jak następuje: 
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de * dei TA 
dp y i de, do rdla _ 


dg A 3 ¿a 


= Pn- , 


E fi 2 RZS dp da, 


den 1 1 l Pr dz 1 
dp dg da, dp wał dp dp, 
da” * dą a każ Ao p da t 


W nr 
AT "ay 
Rugując między temi równaniami nieznaną Ni biorąc 2, za 


niezależnie zmienną, otrzymamy 2n—1 równań NARA na 
obrachowanie podstawień, mianowicie: 


dz, __ dp d 
do Fr ABU Ona: Fife 
da, __ dp dpi _ dp, dp 


(21) | dz.” Tiida * «da da 7! da? 


n Pn—j dan den de 
Zcalkowawszy ten układ równań całkowicie, otrzymamy 
2n—1 równań między zmiennemi 2, 2,, . . , pn-;, zawierających 
21 —1 stałych dowolnych a, a,,. <, Gzn-2. Z tych równań otrzy- 
mamy podstawienia: , 


c SC WIG + G,0,5.4 dą n— 2); 
Ty = U, (La UU. .> O 
(22) Tar = Yni (La 40) )..> 2n—2), 


Pı m. Wha (2, Uri. ., dan—2), 


Pr=1 = Won -2 (La Us... don—2). 
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które, uważając ilości a, a,, . . , Gzą—2 Za nowe zmienne, zamienią 
równanie (19) na inne między temi. nowemi zmiennemi. Atoli 
wprowadźmy zamiast stałych dowolnych a, a, ,.. ; Azn-2, które 
wchodzą bezpośrednio do całek układu równań (21), inne stałe, 
mianowicie wartości, które Z, £,, : +, Pai) Pis + + > Pay przyjmą 
przy pewnćj szezególnéj wartości zmiennćj niezależnćj z» = Un - 
Gdy te wartości oznaczymy odpowiednio przez ©, Q,, . . , Un-1> 
Bi» -+s Bn-1 otrzymamy z (22) następujące związki między temi 
dwoma rodzajami ilości stałych: 


a Y (On CAC A2n—2), 
a = Y, (Un s A,0,,1::3 Q2n-2) 


(23) | dna = x (0,04 ass > Ama), 
| Bi > VWan-2 (On Ur. > d2n 2), 


| Bra = Van-2 (©, Aj. .> dzn—2). 

Jeżeli położymy ogólnie: 

(24) W; (Tn 20, Q s oe s O — Wi (On ,04,% ,.., dn-2) = 
z W; (La y 4,0, s; » Oh 2) 
skutkiem czego: 
(że) i 3 =Q, 1,5.) 2 ny- 2 

25 ge UNES FE = 0, 
( ) (w „ród m , E. E 


tedy wzory (22) przyjma postać: 


|. ©  =0 + 0 (Ln , 0,3. « ; am) 

T =Q, + 0, (Ta CZELE + dzn—2), 

(26) Un = On—1 + On-1 (£n Aly.» don —3); 
Pı LA Bi + Wn (En RZECE dzn 2); 


Pn -1 = Bus + Ons (Tn ; ©; Qis . ; Q2n—2). 


Obrachujmy z wzorów (23) pierwotne stałe dowolne 
4,4,» + +» dn W funkcyji nowych stałych dowolnych a, Œ, ,. . , @n—1, 
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Bo <> Bin— (An jest liczbą szczególną), i podstawmy te wartości 
w (26), tedy będą zmienne 7, T), . . , Zas Pis + + > Par Wjrazoue 
w funkcyji zmiennéj 2, i 2 n—1 nowych stałych dowolnych. Uwa- 
żając te nowe stałe dowolne jako nowe ilości zmienne, podstawmy 
wartości (26) w równaniu (19), tedy lewa jego strona będzie: 


(27)  —d(a-+ov) +(8,+o,) d (a,+0,) + .. 
+ (Pai + Orno) d (Oni + On) +P dan 


=Ada+ A, da, +.. + Az da + B, dB, +..+ Buai Bait R dzy, 
gdzie: 


A = dq Ea S a gate: 
At Z) TEE Te, 

Ai = fit npin a HB w.) Ż Tar e +. 
(28) ( F E Ka Se 


h=2m-2 og s sgi 
„+ (Bamit 2na) 2 > mo. a da P 


TETE e E 


Atoli podług twierdzenia Pfaffa (rozdział I, art. 4) winien byé 
w (27) współczynnik przy de, identycznie równy zero: 
R=06; 


a współczynniki A, A; , Bi nie powińny zawierać ilości 2, albo, 
gdy ją zawierają, to ta ilosć powinna się znajdować w czynniku 
wspólnym wszystkim tym współczynnikom, zatem stosunki: 


A; 
b ij 
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winny być od Ta niezależne i posiadać te same wartość jakąkol- 
wiek wartość na 4%, naznaczymy. 
Dla az = a, wynika z (28) podług (25):.: 
A=—l, 4/=f, B=0, 
zatem równanie (27) możemy tak pisać: 
—dx+P, de, +... + Pn dEn +9 dl. = 
A (—da wp bi da, 74 y. ca Bua da). 
-Ztad czytamy, że gdy funkcyje ©, 1,.., Onis Bi s. Bn 
zmiennych ©, m,” . , Ca, a > Pi». + > Pa SĄ takie, iż: 
(29) da =f, da, Tani as Aris s 
wtedy bedzie: 
dz = p, d2,+.. + Pri Us + O dan. 
Zatem calkowanie równania (19) sprowadza sig do calko- 
wania równania (29), 
$. Równaniu (29) można uczynić zadość dwojakim sposobem: 
1% kładąc: 
de =D: di =0 s ies AO 5:0: 
t. j uważając ilości ©, ©,,.., Æ@n— za dowolne stałe; 
20 uważając ilość œ za funkcyją ilości ©, , ..; tn,» którćj cząst- 
kowe pochodne odpowiednio względem g, ,. «, Cn, SĄ Bis +.» n= 
t j. kładąc: 
a = 2 (0 4-003, + e Cya); 
(30) 


d 
B= a 


W pierwszym przypadku rugując między równaniami (23), 
(26) ilości a, a, , . « » Gemas Br» - + > Pn, » otrzymamy n 
równań między 4, Zisis « ù Tay Pro. : s Pnoi Z n stalemi 
dowolnemi ©, ©,,.., Qd,_,. Z tych n równań rugując n—l1 ilości 
Pi» - + > Pn—, trzymamy najprzód równanie: 


(31) T= f (a, nr...) na © 3 O4::: y 0-1), 
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i nadto: Do. 3% 
P= fi (Eiris Lay 0) A, yy On), 
(32) GQ Guba GzóR u a Aae E 
Pr = fa (2, 12.) dny by Oy ye Qnm): 

Ponieważ te wartości (31), (32) sprawdzają identy- 
cznie równanie (19), przeto (31) jest rozwiązaniem tego równania 
i to rozwiązaniem zupełnem. ' 

W drugim przypadku wyrażając z równań (23), (26) ilości 
A Qis o o Un; Bis + > Bn W funkcyji ilości ©, Eise so Tor 
Ta , Pro» +s Pn-1 i podstawiając te wartości w (30) otrzymamy 
n równań między temi ostatniemi ilościami, — 

Te równania przedstawiają - najogólniejszą całkę równa- 
nia (19) lub (18). 

Uszczególniając kształt dowolnćj funkcyji 7 i zugojąc ilości 
Pis + * » Pn=1 Otrzymamy szczególne rozwiązanie. 

Można także tak postąpić. Z równań (23) i pierwszych n 
równań (26) oznaczamy a, A, ,.. , Pn, w funkcyji ilości £,,.., Tn, 
Ai, ., Un, te wartości podstawiamy następnie w równaniach (30). 
Rugowanie ilości a,,.., ©„-, między temi równaniami daje przy 
szczególnym kształcie funkeyji z rozwiązanie szczególne. 

Aby objaśnić tę metodę przykładem uważajmy równanie: 


(a) Pı Pa Ps == L, Ta T3, 
lub: 
L, La Lz 
Ps = z: ZBRE 
2 ZA 
Równania Pfaffa (21) są dla tego równania: 
| „da __3 m, 2,2 
dzs — P,P 
(0) de _ Ditt dp; — Ya dą 
di; vip, * des pp” 
dæ; ka e, dą Ez $ dpa _ jd et. s 
| dT; P pana? adai pps” 


Celem łatwiejszego zcałkowania sprowadzamy te równania 
do następujących: 
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dp e dp _ pl de ar dz, =2 dt, 0 dą dy 
de ©,” dzą dą day Pda, pa” dzy PZD * 
GARE 6 ` 
(Cc) P=4Z, P= t, C= a cı vites, Cz CZ =c] e} -+ 6s 
ci Ca CZ = «Z - (5, ż 
gdzie C,, cz, Cz, Ca Cz, Są stałe całkowania. 
Gdy dla x¿=0 (Uy jest liczbą szczególną) jest z= a, 
T= i, Tą=02, P, FP, , Pa=fP2, Wtedy z (c) wypadnie: 
sp: 
a 


3 
e e , =, cz = R i B.: e= Q fa — a, B, , 
Cg = Az ai aż. 
az 
Podstawiwszy te wartości w (c) otrzymamy: 
3 
o—a= 3 E (eż — aż) 
fe (@} — a?) = e (1¿— aż) 
Pi Pa (at — af) 


(d) j aż dą = 23 LZ aż) 
Pi Êi 
Tı Xi 
Pa Ba 
Ta Uz 


\ 
Po wyrugowaniu ilości p,, pa, ,, fa z pomiędzy tych pię- 
ciu równań (d) otrzymamy zupełne rozwiązanie równania (a). 


©)  (6— a= F (et — aż) (eż — aż) (03 — az). 


z trzema dowolnemi «©, Gu, Œz (Œ; jest liczbą szczególną), 

Gdy przyjmiemy że © jest dowolną funkcyją dwóch pozo- 
stałych dowolnych ©,, «z, np. a=4 (a,, %,), natenczas będzie 
podług art. 3% całka najogólniejsza przedstawioną przez trzy 
równania: 
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z= 4 (0ta) + 3 VENDER 


ZZA ME — aż) (03 — a3) 


(22 E azy kd 


4 CELNICE 
0 EE a a 


Do tego samego wypadku dojdziemy za pomocą metody 
Cauchy'ego. Albowiem oznaczając z trzech pierwszych równań 
(d) ilości A, f,, P2 w funkcyji ilości ©, ay, Tą, ta, 01, dą 


otrzymamy: 


33 
= 2 — 2 V (sz— ag) (at — aż) (eż — 


E (17 — aż) w5 — a3) 
or VE AA 


3 
2 — 43) (13 — a3) 
| TA a y G= Detz 


a gdy te wartości podstawimy w równaniach: 


v. 


d 
== X (0, , Qe), B= dą; Bą = — 


otrzymamy równania (f). 
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ROZDZIAŁ CZWARTY. 


O METODZIE JACOBIEGO CAŁKOWANIA RÓWNAŃ RÓŻNICZ- 
KOWYCH O CZĄSTKOWYCH POCHODNYCH RZĘDU 1-go. 


A. Jacobiego ostatnia metoda jest uogólnieniem metody, 
którą podał Lagrange dla przypadku, gdy równanie o cząstkowych 
pochodnych zawiera trzy ilości zmienne; dlatego wyłożymy prze- 
dewszystkiem metodę Lagrange'a. 

Niechaj danćm będzie równanie o cząstkowych pochodnych 
rzędu 1% między trzema zmiennemi 2, z, , £ą, Z których pierwsza 
jest zależną a dwie ostatnie niezależne; t. j. równanie: 


(1) F, (©, © , £2 , Pi Pa) =0. 


Celem wynalezienia rozwiązania zupełnego tego równania 
potrzeba (art. 14) wynaleźć równanie między ilościami 2, £i, %2 , 
Pi» Pz, Zawierające jedną stałą dowolną a, kształtu: 


(2) Fa (©, 0% , La, Pi > Pa) = da; 


któreby łącznie z równaniem (1) dało na p, , pz wartości w funk- 
cyji Z, 2,, Z2, robiące równanie: 


(3) de=p, da, + pa de, 


calkowalném. Całka tego równania będzie żądanćm rozwiązaniem 
zupelném. 
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Równanie (3) rzędu 1% i linijowe, między trzema zmiennemi, 
będzie całkowalne, jeżeli ilości p,, pa, oznaczone jako funkcyje 
ilości z, ©,, 72, dopełnią warunku: 

(0, 1, 2) = 0, 
t. j. gdy będzie identycznie: 


dpi dpa dpa dp,| _ 
o -[iz)- l +» (e)-»(e)-* 

Nawiasy oznaczają, że uważamy p, , pa jako funkeyje samych 
ilości 2, Z, , La” 

Ponieważ dane równanie (1) daje p, w funkcyji ilości 
£, Ty, Ta, pa, rozwiązawszy bowiem to równanie względem p, 
otrzymamy: 

(5) Pi = P (2,2, V2, P2), 

przeto potrzeba jeszcze tylko oznaczyć pą w funkcyji 2, ai, Ta 
zgodnie z warunkiem (4). Podstawiwszy wartość (5) na p, w rów- 
naniu (4) i zważywszy że podług tego równania: 


dp) — pi iy Spi (dps dj — ASO" RY 
dag] dez dpą (dza) ” de ' dpą | dael’ 


tedy otrzymamy na oznaczenie pa w funkcyji ilości z, «,, La, 
równanie o cząstkowych pochodnych rzędu 1% ilinijowe: 


dp, dp, [dpa dp [dpa dp dp 
6 2). zk PSŻ 1 
© [ia] — s (az) * | — rap l +0 
między czterema zmiennemi z, CERZE Pa: 

Którekolwiek rozwiązanie tego równania lub, co jedno, 
jedna z całek równań Lagrange'a: 


2. EA da a dpa 
a e yt u) FE 
— dps Pı + P2 dp; dez 2 da 


da nam żądaną wartość na p, w funkeyji iłości z, ©,, 2, z jedną 
dowolną stałą. Podstawiwszy tę wartość w (5) otrzymamy także 


p, w funkeyji ilości z, æ, æ; a gdy nareszcie te wartości 
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na Pi, pa podstawimy w równaniu (3), otrzymamy równanie 
całkowalne, którego całka będzie żądanóm rozwiązaniem zupelném. 

Nie trudno zauważyć że równania Legrange'a (7) dla równa- 
nia linijowego (6) nie różnią się wcale od pierwszego układu 
równań Pfaffa. 

Jeżeli przeto zważymy, że metoda Cauchy'ego wymaga zu- 
pełnego zcałkowania tego układu równań, a metoda Lagrange'a 
wymaga wynalezienia tylko jednéj całki z jedną dowolną stałą, 
pojmiemy o ile ostatnia metoda jest dogodniejszą. 

2. Metoda Lagrange'a jeszcze jest prostszą, jeżeli równanie 
dane nie zawiera wyraźnie zależnćj z, zatem gdy jest kształtu: 


(8) F, (Li, 2, Pis Pa) =0, 
wtedy bowiem potrzeba jeszcze znaleźć drugie równanie między 
ilościami M, , dą , Pr» Po Z jedną dowolną stałą az, kształtu: 

(9) F, (01, 22, Pi, Pa) = %a, 


któreby dało łącznie z (8) na p,, pz wartości w funkcyji z, , 2, 
robiące wyrażenie: 


(10) Pı day + Pa dez 


pełną różniczką funkcyji ilości z, , a, ; co gdy soajdsisniy, 
wtedy będzie: 


(11) x =f (p, de, + pa de,) 


żądanóm rozwiązaniem zupelném równania (8). 
Wyrażenie (10) będzie pełną różniczką gdy p, , pg, OZnaczone 
jako funkcyje ilości By sea czynią zadość równaniu: 


dp, dps 
(2 (|= (e =0, 
Poniewaz równanie (8) daje: 


(13) p, = P (£r, T2, P2) 


przeto gdy tę wartošć podstawimy w (12) i zważymy że po- 
dług (13): 


g 
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dp, 2) dpi dp, dpa 
daz de, dp, day)” 


otrzymamy na oznaczenie pz w funkcyji 2, , 2 równanie o cząst- 
kowych pochodnych rzędu 1° linijowe: 


dpa\ _ dps (dpa| _ dp, 
03) (e — dp (ta) = da, 


między trzema zmiennemi p¿, E, , La: Równania Lagrange'a 
są w tym przypadku: 
de, _ dpa 
15 dz; = 

(15) M dy T dpi ` 

dpa dy 
Gdy znajdziemy jednę całkę układu dwóch zwykłych ró- 
wnań (15), wyznaczymy z niéj pg w funkcyji 2, , æg; tę wartość 
podstawimy w (13) i otrzymamy także p, w funkcyji ilości B,; PE 
a gdy nareszcie te wartości na p, , pz podstawimy w (12) i wyko- 


namy kwadraturę, otrzymamy żądane rozwiązanie zupełne ró- 
wnania (8). 


Jako przykład uważajmy równanie: 


(a) A a + pa)” s 


zkąd 
„A 
(b) p, =(12—1-— pz) - 
Ponieważ 
dp St} 
=A (a7? — 1 — pi) ia 


przeto, gdy te wartości podstawimy p bojowy Lagrange'a (7) 


i jednocześnie przez («73 — ] — pł AW Ž pomnożymy, otrzymamy: 


da, dą de _  *dp, 
(c) ER GER e a= Pe = EZ ura "Hey TAS . 


(2-7 — 1 — pz) 
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Dwa ostatnie wyrazy dają: 


dpa dz 
d — O 
(Y Pa a —ua” 
zkad po z calkowaniu: 
4 
1 — æ) , 
(e) Pa = ¿15 z z 


a następnie podlug (b): 


1 E a ay? 
(U) fc Oy OE wok OS . 


Podstawiwszy te wartości w równaniu dz=p, dr,-padz, , 
otrzymamy: 


(8) _ sda | 


AZ E JA, € alas, 


zkąd: 
(h) (1 — zoyá =c(—(— ai ty —C Tą 
To jest zupełne rozwiązanie równania (a) z dwiema stałemi 


c, C', które weszły przy całkowaniu równań (d), (g). 
Odpowiednia całka ogólna będzie zaś: 


| A E a —C w 
(k) ( n = 9 1 3 


0=9' (c) + c (1 aa — t, 
gdzie p jest dowolną funkcyją. 


Zalety téj metody Lagrange'a, tak prostéj i tak naturalnie 
wynikającćj z właściwości równania o cząstkowych pochodnych, 
były powodem, że Jacobi nie poprzestał na swćj dawniejszćj 
metodzie, lecz usiłował metodę Lagrange'a rozszerzyć do równań, 
zawierających ilekolwiek zmiennych. 

Ponieważ przedstawienie téj ostatnićj pracy Jacobiego znacz- 
nie się uprości, gdy przyjmiemy, że dane równanie o cząstko- 
wych pochodnych nie zawiera wyraźnie zmiennćj zależnćj, przeto 
niech będzie dane równanie kształtu: 
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(16) Fr (2,3 Tr PDA ZB 
To przyjęcie nie zmniejszy ególności badania, albowiem do 
tego kształtu można każde równanie sprowadzić przez powięk- 
szenie liczby niezależnie zmiennych. 
Albowiem gdy mamy równanie: 


P (8, ro. By; js + Do ZE0, 
wtedy wprowadzając nową niezależną 2,4, i nową zależną za pomocą 
podstawienia: 


Z" PF Heh D 
i zważając że: 


ES Le PRM 
Taa Tie A o 
otrzymamy równanie kształtu (16): 
l dy dl dy 


lor. Y = 
ka VJ > dny Ta da, > * * Tami dza 


=0, 


danti 
między n+ 1 niezależnemi, lecz nie zawierające wyraźnie zależnéj y. 
Aby wynaleźć rozwiązanie zupełne równania (16), trzeba 
wynaleźć n—1 funkcyj ilości z, ,.., 2,, Pis + +» pm które przy- , 
równane do dowolnych stałych dają n—1 równań: 
Eyki n: s Cn; Pr» > Pa) 5%; 
(17) > ; > a è : SEE 
j Rudy +0 50, Pi 50000) Ea 


takich, aby wartości na p, , . . , p» W funkcyji ilości Mis NS 


obrachowane z tych równań i danego równania (16) zrobiły 
wyrażenie: 
pi day +++ pa dz, 
pełną różniczką. 
To wyrażenie będzie pełną różniczką funkcyjiilości œ PO 
jeżeli ilościp,,. . , pn , uważane jako funkcyje tych ilości, dopełnią 


méret) warunków, które otrzymamy z jednego: 


as) wwa (e) — (z) = o, 


dex t 
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kładąc za 1, k wszystkie różne kombinacyje z szeregu liczb 
12,3% ta 
Ponieważ dane równanie (16) oznacza p: wfunkcyjip, ,..,Pn , 
E, + + y E, Przeto do rozwiązania zagadnienia potrzeba n—l1 ilości 
Pa» +.;fPn oznaczyć w funkcyji ilości ©,..,2,. Atoli na to 
oznaczenie mamy > równań warunkowych; ta liczba równań 
warunkowych jest z wyjątkiem przypadku, gdy n=2, zawsze 
większą od liczby ilości mających się oznaczyć; zachodzi więc 


n A —1) 


pytanie, czy można uczynić zadość tym warunkom 


przez mniejszą liczbę ilości. To pytanie WER sobie przez 
pół wieku matematycy, lecz dopiero Jacobiemu udało się rozwiązać 
je w sposób zupełnie zadowalniający. 

A. Przedewszystkiem pytamy się, jaki związek zachodzić 
powinien między funkcyjami F,, F,,.., Fn , aby wartości na 
Pi» **» Pn, Obrachowane z równań (16), (17), dopełniły warun- 
ków (18). Okażemy, że te funkcyje P,, F»,.., Fa winny 


sprawdzić identycznie Len równań, które z jednego: 


19 T r s do E. ET: D * 
( ) SL dpi dez ać dp; 0, ) 


otrzymamy, kładąc za ©, 8 wszystkie różne kombinacyje z szeregu 
liczb 1,2, . . , n, i które symbolicznie tak pisać będziemy: 


(20) (Fa, Fg) =0. 


Uważajmy bowiem którekolwiek dwa z pomiędzy rów- 


nań (16), (17): 
Fo. =a 
B B* 


*) Jeżeli funkcyje F,, F,,.., Fn zawierają wyraźnie zależną &, 
ad warunek (19) należy zastąpić AP Sig 


dr, dF, 
T E e B 
k=t pi n FP E) ar Pr -Te dpr | 
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Jeżeli ze wszystkich n równań (16), (17): wyobrazimy sobie 
ilości p1,..,pn obrachowane w funkcyji ilości A AS 
i te wartości podstawimy w dwóch powyższych równaniach, tedy 
te równania zamienią się na tożsamości. Różniczkując przeto 
w tóm przypuszczeniu pierwsze Wajlędem ti , a drugie względem 
tx otrzymamy: 

dF, a} „ [dpr 
E 2, z e JED "A 
dFą Y dFg EE 
de; i=l dpi day) 
Mnożąc następnie pierwsze z tych dwóch ostatnich równań 


dFp 


przez wyd i sumując względem ¿ od ¿=1 do i=n, a drugie 
i 


==0; 


mnożąc przez A i sumując względem k od k=1 do k=n, 
k 

znajdziemy: 

DEAL E AT Py fae) L 

i=t dæ; dp; i=t k=1 dp, dp, (da; 

CEE ZETA 

k=1 dpr dez izt k= dpr dpi der | 
a gdy nareszcie odejmiemy od siebie dwa ostatnie równania zamie- 
niwszy wprzód skazówkę ¿na k w pojedynczćj sumie pierwszego 
równania, tedy wypadnie: 
5er, dla _AFdH SZ OSK dp; [dex E 
Zi dez dez dpr t=1k=1 dpr dpi dez > 


dz, 
lub gdy „ple zn kozy (18), (20): 
i=n dF, 

21 AA ZAP (i RA 

(21) 2 BĘ zk dp; (i k) + (Fa, Fe) 0. 

Z tego równania czytamy bezpośrednio, że gdy wartości 
na Dy; + +» Pa , Obrachowane w funkcyji ilości dy; +. y ©, Spraw- 
dzają identycznie warunki (20), wtedy funkcyje F, ,.., F, 
sprawdzą identycznie warunki (20), albowiem gdy jest (¿, k)= 0, 
wtedy równanie (21) sprowadzi się do ( Fa , Fg )=0. 
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5. Okażemy teraz, że gdy nawzajem funkcyje Fu, Fg 
sprawdzają warunek (20), wtedy ilości p,,.., pn , z równań (16), 
(17) obrachowane w funkcyji ilości æ sprawdzą wa- 
runki (18). 

Tym celem trzeba równania (21) rozwiązać względem (t, k). 

Zamieniając najprzód skazówki œ, 8 między sobą i zważając 
że ogólnie ( Fz, Fa )==— ( Fa, F3 ), możemy równanie (21) 


także tak pisać: = dP, dF 
m k Fa) 
2). 2 BE Ta aż (5 = (E, 


W podw ójnéj sumie po ew stronie tego równania znajduje 
się n? wyrazów; atoli n wyrazów jest równych zeru, mianowicie 
te wyrazy, które odpowiadają równym wartościom skazówek í, k, 
gdyż ogólnie (i, tż) =0; pozostałe n (n—1) wyrazów mają po dwa, 
odpowiadające téj samćj kombinacyji skazówek (żk) (ke) czynnik 
(i, k) równy liczebnie a przeciwny co do znaku, bo (i, k) =— (k, i). 
Rozumiejąc przeto przez ¿k same różne kombinacyje z szeregu liczb 
1,2,.., n, możemy równanie (22) także tak pisać: 


» | dF, dPe dE dF, | E à 
(22b): - Y; Że ed nada salita zę (i, k) = (F,, Pg). 
Takich równań między ilościami A ł E ,.., Fa istnieje 
n (n—1) 
2 


pr**2 Tm 


to jest tyle, ile jest różnych kombinacyj tk i af. 


Te równania są linijowe względem wyrażeń (t, k); drugie 
ich strony są różnemi wyrażeniami ( Fa, Fa). Zatem jeżeli 
funkcyje F,,.., Fa dopełnią wszystkich warunków (20), naten- 
czas ilości p, ,.., Pn , dopełnią wszystkich warunków (18), jeżeli 
n (n—l) , 

= rr Yo- 
wnań linijowych (22b) nie jest równy zeru, gdyż w tym przypadku 
wyrażenia (ż, k) obrachowane z (22b) przedstawiłyby się pod 


tylko determinant złożony ze współczynników tych 


; 0 > ` 
postacią nieoznaczoną Ti Że ten przypadek wyjątkowy nie ma - 


miejsca, okażemy jak następuje. 
Dla uproszczenia rachunku połóżmy: 
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dida ota 
dp; 


i oznaczmy przez R determinant z n? wyrazów aż , gdzie t=1,2;..,7, 
a=],2,..,mn t.j. niech będzie: 
dF, dF} dF, 
= tal, La gato y siy 
R=} £ alaz.. a 21 de" 7 


nadto polózmy: 
z dR 
—. 
i 
W skutku tego zamieni się równanie (22) na: 


Ai 


doń E 


ZZ afal (i kh) = (Fn Po). 


i=l k=q 
To równanie utrzymuje się nietylko gdy œ, B sa dwie 
różne skazówki z szeregu liczb 1, 2,..,n, ale nadto gdy a=f, 
gdyż w ostatnim przypadku jest to równanie tożsamością, obie 
strony są identycznie równe zeru, jak to bezpośrednio wynika 
z równania (22b), które jest inną formą powyższego równania. 


Pomnóżmy ostatnie równanie przez iloczyn minorów A; AŻ f 
gdzie r, s są jakiekolwiek liczby z szeregu 1, 2,..,n i sumujmy 
względem gi 8 od 1 do n, tedy l mysi 


i=n k=n a=n fr u=n fa 
A TS „2, A ACE, Fo) 
i=l k=l a=l B=1 a=1f=1 


albo gdy położymy dla krótkości: 


Mae ZS 47 aż af oj.- 5 AG Zd, 
Pad 


u=1l B=l a—1 


in k=n n B= 
È M, h= E z, CASAS (F,, Fr). 
k=1 : 


= | a=1 B= 


Atoli wiadomo z teoryji determinantów, że sumy pojedyncze, 
których iloczyn nazwaliśmy 4/;, ņ są równe zeru lub równe deter- 
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minantowi RR według tego czy i różne od r a k różne od s, czy téz 
jednocześnie ¿=r, k=s. Zatem: 
M,„E0 , M; EM, 
W skutku tego zamienia się ostatnie równanie na: 
asza = 4158 
R? (r,s) = E Z 4, 4; (F,, Fa), 

a=1 P=1 
zkąd bezpośrednio wynika, że gdy warunki (Fx, F )=0 sa 
dopełnione, wtedy także będzie identycznie (r, s) =0, jeżeli tylko 
determinant: 
dF, dE, dF, 
> R = pozy . . E 
2+ dp, dpz dpn 


nie jest identycznie równy zeru. Ten determinant mógłby być 
tylko wtedy zerem, gdyby ilości F, Fa,.., Fn , uważane jako 
funkcyje ilości p, ; Pa. + » Pn » były między sobą zależne, có jednak 
miejsca miéd nie może, jeżeli z równań (16), (17) dadzą się ozna- 
czyć ilości p,,.., Pa W funkcyji ilości 2,,.., tn. 

Podług tego twierdzenia sprowadza się przeto wynalezienie 
rozwiązania zupełnego równania (16) do wynalezienia n—1 funkcyj 
I APE EA Gy basn Boy Palo Paa które wraz z funk- 


cyją Fı sprawdzają identycznie tei) warunków, przedstawio- 


nych przez równania o cząstkowych pochodnych rzędu 1% i linijowe: 


aF, dFg dF, dF q. dF, dFg 
dp de, dPa dy dpn den 
(23) (Fa: 74) = PO 
dF, dF, dF, dF, dF, dT; 
| day dp, des tapa ** den dpn 


Jak z tych warunków należy rachować funkeyje Fa,.., Fx» 
wyłożymy w następującym artykule. 

| G. Wynajdziemy funkcyje F,,.., Fa dopełniające wa- 

runków (23), gdzie œ i g są jakiekolwiek dwie liczby z szeregu 
1,2,.., 2, sposobem następującym. 
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Najprzód za F, weźmiemy jakiekolwiek rozwiązanie równa- 
nia o cząstkowych pochodnych rzędu 1% i linijowego: 


(F, , Fa) =0, 
lub co jedno, jednę z całek układu równań jednoczesnych: 
de, :de,:.. den: dp, 3 dpr z t dp. = añ... 3Fr 


dp, ` dps ` 
dF, dr, dEr . dF, 
: dpn : de, Ro da de, 

Następnie weźmiemy za F% którekolwiek wspólne rozwią- 
zanie układu dwóch- równań o cząstkowych pochodnych rzędu 1% 
i linijowych: | 

(Fi, F) = 0, (Fa, Fi) = 0; 


za. F, wspólne rozwiązanie układu trzech równań: 
(Fis F) =0, (Fz, F) =0, (F;,F,) =0; 

ogólnie za 7F;4., wspólne rozwiązanie układu ¿ równań: 

(24) (Fi, Fiya) » (Fa, Fin) 20,.., (Fe; Fa) = 0. 


Widzimy przeto, że wynalezienie rozwiązania zupełnego 
równania o cząstkowych pochodnych rzędu 1% sprowadza metoda 
Jacobięgo do wynalezienia wspólnych rozwiązań układów równań 
o cząstkowych pochodnych rzędu 1% i linijowych. 

W rozdziale II wyłożyliśmy teoryję takich równań. 

Nim zastosujemy metodę ich całkowania do tego przypadku, 
zbadamy wprzód czy warunki, któreśmy ogólnie oznaczyli przez: 

By,» = 0, 
są dopełnione przy układzie równań (24). 
Uważajmy dwa równania: 


GAA dV 
kartce 0 + Au, E. . +4, "m day =W 
m d dV aV 
V= Ap e + 43,2 RAW 


II 
o 
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Wprowadźmy zamiast n zmiennyh z, ,.., z, 2n zmien- 
nych, z których pierwszemi n niech będą niezależne Ms Wn 
a pozostalemi n ilości p,, . +. ; Pn, t. j. niech będzie 


Wy Pro ++ > 7 FTP 3 nadto połóżmy dla r=], 2,..,n 


d 4 
A o a FAB O 

ję dz, 

q — dFz A SK; | 
A. mp + Agr We, 


tedy równania (25) zamienią się odpowiednio na: 

(27) (Fa: V)=0, (Fg. V)= 0; 
warunki 3,7, = 0, których w tym przypadku będzie 2 n, przed- 
stawią się pod postacią: 


(r) 
Ba, p= A, Agr — bp Ar has E- (mga 
n dF, 
E E N Y r (2. pad | [mE si papi 
gdzie r= l, 2; ó> Mo 
Ponieważ ogólnie: 
(P, y) = — (Y.9) = (P, — Y), 


przeto będzie jeszcze: 
ZĘ ę że E e F , |- d(F, „mię, y 


(28) ** dp] © A dp, 
(pr) „ EY (dE, 2 a Fa) 
Eo Hr. THER) - PIREA? 


Ztąd czytamy, że te warunki są rzeczywiście dopełnione, 
gdyż z założenia musi być (Fa, Fg )=0;—. można zatem do 
równań (24) stosować metodę całkowania Jacobiego, którą wyło- 
żyliśmy w rozdziale II. 

Zrobimy to w następnym rozdziale, przyczem postaramy się, 
aby rachunek, o ile możności, uprościć. 
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3. Urzadzimy tak rachunek, aby szukana funkcyja F; nie 
zależała od p,, funkcyja F, ani od p, ani od pa, w ogóle aby 
funkcyja Fip, nie zawierała wyraźnie ilości pi, Pa; +. Pi » 


I tak, dane równanie różniczkowe F,=0 daje p, w funkcyji 


Ly. + y Tay Par» +» Pn rozwiązawszy je bowiem względem p, 
otrzymamy: 


(a) Pa = Pi (i s- -3 Zn s Pas» +» Pa). 

Następnie szukać będziemy równania F =a, między 
z, po eg Zaj Prs.. » Pn 52 tego równania oznaczymy: 

(b) Pa = P'a (049223 Za 5 D3) + + > Pn): 
a gdy tę wartość podstawimy w (a), otrzymamy także: 

(e) P=P1(2,.., Cn; Ps s sgia Pa) 

To znalazłszy będziemy szukać równania F =as między 
Payo Ty Paro +» Pri z tego równania oznaczymy: 

(d) IA A Pasta TA $ 
a gdy tę wartość podstawimy w (0) (c) otrzymamy także: 


(e) Pa = Pa (i >). Gay Pisos Pa) 
(1) Pi = Pi, s Ba Dis "Da Y 


Postępując ciągle tym samym sposobem oznaczymy ż pierwszych 


ilości p,» Pz» ++» Pi w funkcyji ilości z, <., Za} Pihis.» Pn 3 
mianowicie znajdziemy: 


(g) Pi = Yi ; Pa FY2:::,P ZW, 


gdzie W,, Wz, + - » Yi są dane funkcyje ilości 2,,..,2,, 
Pis + » Pn > 

Jeżeli następnie Fiyi = ai, jest wyrażenie definiujące Pip, 
jako funkcyją następnych p i niezależnych ag, .., 2, tedy 
funkcyja 7;,,, winna być wspólném rozwiązaniem ¿ równań o cząst- 
kowych pochodnych rzędu 19 i linijowych, mianowicie równań, 
które otrzymamy z jednego: 


(F., Fę) =0, 
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2. WZ 


kładąc: Fa = Wa" Pals F, = Fia , 

gdzie: Bl. ¿E 
Jedném z tych równań będzie przeto: 
(h) (Fu , Ya e Pa ) = 0, 


lub: 
AF; dyg AF, dyg AF, 
dzą 7 derya Apan 0 * Ten dpa 
dyg dE, dyg AF, 
dpi depi ©, dpa da 5.4 
albo z powodu, że podług (9) Yg = Pg » 
O CA 
am Aiti dpiyy ` dën dpn 
_ nę dF dh da 
dpi dtii Opa T 


« gdziefi=1, 2, .., in 

Wynalazłszy wspólne rozwiązanie tych ¿ równań (k) otrzy- 
mamy równanie Fii = ajy1, Z którego oznaczymy pija w funkeyji 
Eo + y ay Pipo? S Pn 58 gdy tę wartość podstawimy w (y), 
otrzymamy także pjs.. >p: w funkcyji ilości æ 
Pits +» 3 Pn» 

Tak do końca będziemy postępowąć, aż wszystkie ilości p 
oznaczymy w funkcyji niezależnych 2, .., 2,. 

8. Wskazawszy w ogólnych zarysach sposób postępowania, 
przystępujemy do właściwego rachunku. 

Dane równanie Fi =0, daje p, w funkcyji pa, >. Pns 
dt niech będzie p, = 9,. Szukamy teraz równania 
F, = 42, które daje pz w funkcyji py,.. , Pa AN TA 
Wyrażenie F, jest jakiemkolwiek rozwiązaniem równania o cząst- 
kowych pochodnych rzędu 1° i linijowego, które otrzymamy z (k) 
kładąc $=1, ¿=1, mianowicie równania: 


mor. Dny 


dF, dp, dF, dp, dF dp, dF, 

(A) qe, + de, dp, * du, dps 1" Y dz, dp, 
T wind Aris: Apr rsa PE 
dpa dig AAA dp, den > 
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> SA > 
lub, co jedno, jedną z calek układu 2 (n—1) równań Lagrange'a: 
| PC ROA 


wyp” de, da © dzą” ' "dzy T dzą” 

w | gm dp des da dt dp 
da, dpo-" do, "A a E e dp” 

gdzie p,=Qy. 


Wynalazłszy jednę całkę tego układu równań z jedną do- 
wolną stałą i oznaczywszy z nićj pa w funkcyji pa, -. ; Pn; 
m, +. y Za, otrzymamy pz = H2, i następnie p, =qy', gdzie Pi’, Po” 
"są dane fnnkcyje ilości pz, +. ; Pn > $3 pa 

Szukamy następnie równania F} =a; determinujacego p ja- 
ko funkcyją ilości Pa, + +, Pn; Li,- -3 Zan} wyrażenie F jest 
wspólnóm rozwiązaniem dwóch równań, które otrzymamy z (k) 
kładąc fl, 2, ¿=2, t.j. równań: 


dF, dp, dF, dp, dF, 
a de do T 
ddr _ dp, dE, 


dp; dez AI dpn dan e P 


o) 2B y ad y, dpa dR 


de, dæ, dp; dën dpn 
_ WP dF dp dF; 


Id de 7 * 
gdzie pi=Qy', P2 = P2" 

Aby wynaleźć wspólne rozwiązanie równań (B), (C) szukamy 
najprzód jakiegokolwiek rozwiązania pierwszego równania lub, 


co jedno, jednéj z calek układu 2 (n—2) równań Lagrange'a dla 
równania (B): 


SPA PPL dpa ai SPL 

B J day ską dez ? de, den 
Y ade da ds 
la, 7 dp, > Mei y ÓN 


Niech będzie P=const tą całką. Formujemy następnie 
szereg wyrażeń: 
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Sy" 


ESN., SE 


P, =(P, P',—p = y a dB dd ¿O 


de, dp; dën dpn 

AE AO 

(D) dps dz, `` dpn den’ 
3 Z dób, , dpzdd, dp, dd, 

p. =(P; , Y”, po idea MPG Edo 
aaa. Spade. 


dpz dez A A * 
read 

Podług twierdzenia Poissona (rozdział II art. 6) będą te 
wyrażenia rozwiązaniami równania (23), a prócz tego będzie także 
F} =æ; rozwiązaniem tego samego równania (B), bo w niém 
niema żadnych różniczkowań względem œ ę Ponieważ równa- 
nie (B) może mićć tylko 2 (n—2) różnych rozwiązań, przeto 
w szeregu rozwiązań 2,, ©, ©, Pz,.. znajdzie się jedno, 
które będzie funkcyją wszystkich poprzednich rozwiązań. Niech 
będzie dopiero: 

(E) dy = II (zy, ©, ©,,.., Paai) H £ 2 (02) 


Żądane wspólne rozwiązanie równań (2), (C) będzie przeto 
któremkolwiek RZEZ równania: 


1 w cd 
(02 ,9'2 pohe HO, war” — pa) SEHD pap) Taz de 


19 

+ 11 =0, 

+ ddwyi 

lub z powodu że (x, ADAC i podług (D): 


a SE dp dp o | 
(Mm rd S+ = IE + i dów! dB, =0 


albo, co br jedną z całek równań Lagrange'a dla równania (17): 


y dh dpi dy- 
(G) doai D; dar > ERY" "TT R II, 


lub nareszcie pierwszą całką równania rzędu «° między dwiema 
zmiennemi 2, ,D 
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Pa. dp VÍ 
daj T N (2z, D r ng): 


d de 
Palas B, z 


jest tą pierwszą całką, natenczas podług (G) będzie: 
s F (02, B, B,,.., By) = 4 


będzie wspólném rozwiązaniem równań (B), (C) i zarazem żąda- 
nóm równaniem determinującóm py. 

Z tego równania otrzymamy p¿=Pa” i następnie pą= e", 
pi=q", gdzie 1”, Pz”, pa” sa dane funkcyje ilości py, .. , Pn > 
A o 

Daléj szukamy równania F4=a, między 2, ..,t,, 
Pa>» + > Pn 3 funkcyja Fa jest wspólnóm rozwiązaniem trzech 
równań: 


(K) (FP —p)i=0, (Fi, P2""—p2) = 0, (Fi, Ps "—p3)=0. 
Gdy X=const jest jakiemkolwiek rozwiązaniem pierwszego 


z tych równań lub, co jedno, jedną z całek układu 2 (n—3) 
równań Lagrange'a dla tego równania: 


(1) 
- Jeżeli: 


) = const 


dee. Y dpa axi Bl, 
A yd da?" S A, "de, 
de, m" "ap? E de, żuk dpn $ 


wtedy będą także wyrażenia: 


X = (X, pz" = Pa) A Aa (X, > pz” T P2) y 
rozwiązaniami pierwszego równania (K'), nadto będą także œ, £ 
jego rozwiązaniami, bo w niém nie znajdują się różniczkowania 
ani względem »,, ani względem z, Jeżeli jest dopiero 


= IL (wą, 24, X Xp, X, 1) V£2(n—3) 


wtedy będzie rozwiązanie wspólne dwóch pierwszych równań (XK) 
jakiemkolwiek rozwiązaniem równania: 
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A 


1Y dA, 
(Tą Pa Y Ć (4, D,! kuz +(X, mz” — Palę + 
da w 
+ Mo 
lub z powodu, że (%3, pry (23, p2"—p2)=0, 
dY a dY dY 


AE +xgg+. Faz tt IX 20 


albo re z całek układu równań Lagrange'a dla tego równania: 


dX, El dXy_3 A] IRA ELA IP 
(M) = AE A dzą T. D FEA de, AER ? 
albo pierwszą całką równania rzędu 7": 
dy X dX d- X 


(N) dez Ee, X 
Niech będzie: 
Z (0ą, tą, X 


Ape Ae. 


dX d:-! X, 
"de," daj >) COnst 


. tą pierwszą całką, wtedy 
Ż(6 5 tz, X 9X s 5. A 1) — const 
będzie wspólnóm rozwiązaniem dwóch pierwszych równań (XK). 
Formujemy następnie wyrażenia: 
PA (Z, pz” —Ps) » Ż,= (Zi > pi" —.Pa) +». 

te wyrażenia będą także wspólnemi rozwiązaniami obu pierwszych 
równań (XK), nadto będzie F4 == æ, ich wspólnóm rozwiązaniem, 
gdyż w obu równaniach nie znajduje się różniczkowanie wzglę- 


dem Za. 
Jeżeli znowu: 


Źr = IP (45. Ly, Lx, ès da 1) » 
gdzie n < 2 (n—3), wtedy wspólne rezwiązanie wszystkich trzech 
równań ik ) będzie znowu rozwiązaniem równania linijowego: 


dU dU dU da”. - 
A A dr 2 0270 
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= O = 


lub, co jedno, jedną z całek układu równań Togreopęa, 


dz dz, FT AM 
(Q) A * dzą = dla. MĄ 20 "U" 


albo nareszcie pierwszą całką równania rzędu 710: 


== IP, 


dż dz dz 
(R) di =" (m3 Z. o: dĘ) 
Jeżeli 
dZ d~z 
Fi (tą , aż) > ERIE da 


jest tą pierwszą całką, wtedy będzie: 
FP, (wz ,Z;2y;.., Znaj)=a,. 


żądanćm. wspólném rozwiązaniem. Z ostatniego równania otrzy- 
le p=94" i następnie znajdziemy p=”, B.=Y2", 
=P, gdzie gy”, P, pa”, P4” są dane funkcyje ilości 
= . -Pns Cis ++;0n, A nie zależą już wcale od czterech 
pierwszych ilości p t. j. od p,, Pa, P3 , P4: 
Tym sposobem do końca będziemy postępować, aż wszystkie 
iłości p wyrazimy w funkcyji samych niezależnych «,,.., th 
Otrzymawszy takie wartości podstawimy je w wyrażeniu: 


de =p dz, p, dzą +..pn din , 


które całkowane da rozwiązanie zupełne równania 7, = 


(S)  c=/(p,dz, + padra +..—+ pa d£, ). 


B. Sprowadzajac każdy z układów zwykłych równań 
(4°), (B'), (K'),.., dla których mamy wynaleźć po jednéj calce 
do jednego równania rzędu wyższego a zatem odpowiednio rzędu 
2 (n—1), 2 (n—2), 2 (n—3),.., możemy powiedzióć, że 
chcąc wynaleźć zupełne rozwiązanie równania o cząstkowych po- 
chodnych rzędu 19 między ń zmiennemi niezależnemi niezawierają- 
cego wyraźnie zmiennćj zaleznéj, potrzeba wynaleźć po pierwszćj 
calce: 
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dla 1° równania (4'), 2 (n—1)? rzędu 
2-ch równań (B") (H), 2 (n—2)? rzędu 
3-ch równań ( Re 9 A 2 (n—3)? rzędu 


í waid E (aż) AR 


A dl > 5 20 a 

Tylko w bardzo iiekowystadih razie dojdą wszystkie rów- 
nania do swych najwyższych- rzędów, zwykle i to bardzo rzadko 
tylko pierwsze w kazdéj grupie jest rzędu najwyższego, który téj 
grupie odpowiada, a rzędy innych równań tćj sąmćj grupy kolejno 
i to bardzo szybko zniżają się. 

Jako przykład uważajmy równanie: 

( 2p, (Ps — Pal — e pi =0. 
Najprzód mamy: 


b WP ; 
() „A 2 (P2 — Pa)? 


Aby oznaczyć p w funkcyji Pa, P4 %,, 04, 83, 24 Mamy 
wynaleźć jednę całkę układu 6 równań: 


Pa PR. apa Sy WAP 
| (e) dz, q de, f -dæ Pa Pe)” 
de, T g? Pas dig _ TIP, de, c wi 


| da, (Pz—P3)*" dz, | (Pa—P3)* 3 de, | Ż(pa—p.)? ) 
Pierwsze równanie daje: 


a zatem podług (b) (a) ) 
% = cp" 
Aby następnie oznaczyć pa w funkcyji P4, Zis La, Va, Tą, 
musimy najprzód wynaleźć jedne całkę „BE 4-ch równań: 


d Bii dp _ aż Ps 

T -% da, 3 (c—p;)? ? 
© pm gp" dk 84 Pa. des IZEBIW Ak.) AS 

de, (c—p3)* ° da, — 2(c—p3)* 


Pierwsze równanie daje: 


http://rcin.org.pl 


— 80 — : E 


(1) P3 = Cy» 
a że wyrażenie symboliczne (p3—c, , p2—c)=0, przeto ta war- 
tość (f) jest dobrą. 
kładąc tę wartość w (d) PZN 
(0) PE nk P2=C» Pa "Qu 
Aby nareszcie oznaczyć pą w funkcyji samych ilości 2, To, 
73, V4 szukamy najprzód jednéj calki ukladu dwóch równaú: 


dp _ 3 ska 
de, 2 (c— 9 
(b) | de a 
a. 22 SAI! 
dæ - 2(c—e,)*" 
Gdy te dwa równania przez siebie podzielimy, tedy wypadnie: 
ŚP. a 3, 
de, EA 
zkąd 
cą 
(k) HE 5 
Ps a 


. . . (K 
Ponieważ oba symboliczne wyrażenia (p; — = » Pe — 0); 
4 


(Pa — = ,P3—C,) są identycznie zero, przeto ta wartość (k) jest 


dobrą. 
Kładąc wartość isg w (g) otrzymamy ostatecznie: 
c 
U PS cyt Pa =c, Pa= Qi Ps = — 


A zatem: 
dz, 
v = tap tet +0 day + 0 3 
lub: - 
Ca Tı an 


(m) rr 0 9 8 n-k +03; 


będzie zadaném rozwiązaniem zupelném równania (a). 
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NOTA 


Jeżeli jest danych n funkcyj u, , wa ,.. Un , zależnych od n 
ilości zmiennych 2,,%2,.., 2, , natenczas nazwiemy determi- 
nant: 

du, dw du, 
"da, , dez’ ... dan 
duą du, duą 
(1) A ák da, , dez WOK) den 


du, du, du, 

de , daą 2,90 9 dz 
determinantem układu danych funkcyj, lub determinantem funk- 
cyjonalnym funkcyj w , U3, .. , w Ze względu na ilości 
UT.) Tn ho 

Mamy udowodnić następujące twierdzenie: 

„Jeżeli funkcyje 4, , Ua ,. . , Un ilości Z, , wa ,.., Va niesą 
między sobą niezależne, zatém jeżeli między niemi zachodzi zwią- 
zek identyczny 

(2)7" E ilus „+. 4 ) == 0, 
natenczas determinant (1) tego układu funkcyj będzie identycznie 
równy zeru t. j. 
` 3 (3) A=. 
1 nawzajem.“ , 
Albowiem różniczkując równanie (2) całkowicie, otrzymamy: 


dF dr 
mh «+ EM ALU "Gi du, == 0 


*) Jacobi: de determinantibus functionalibus (Crelle J. T. XXII, s,319). 
11 
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+ MNS 


zkąd wnosimy, że gdy du, = 0 ,.., dun. = 0, wtedy także 
dun = 0 , zatóm że gdy: 
dur 


g ge I 
dez + q Ms +A 1% =0, 
(4) PAE ; 


Pa "ASB PORE z 
i "rę de, -- dzą dez +.+ "da, da, = 0, 


wtedy także: 
du, 
6) Tada, + a dm +.. + 75 


A zatóm n równań 1 (5), hates ple nd dorli 
d£ ,.., dz, , nie będą między sobą niezależnemi, dlatego ich 
determinant (1) będzie identycznie równy zeru, c. b. d. o. 

Nawzajem można okazać, że gdy determinant funkcyjonalny 
(1) jest identycznie równy zeru, natenczas funkcyje u; , ua ,.., Un 
ilości 2, , tą s., 8n nie są między sobą niezależne. 

Najprzód jest widocznóm, że gdyn—1 funkcyj 4, , ua 5.. 3n- 
są między sobą zależnemi, wtedy także m funkcyj ug, 2 ,.., Un 
nie będą między sobą niezależnemi. Załóżmy przeto, że n—1 pier- 
wszych funkcyj Uy, 44 ,.., Un, SĄ między sobą niezależnemi. 
W tym przypadku wyrugujmy z wyrażenia na 4, m — 1 ilości 
Bzy L2 y. y neg ZA POMOCĄ WYrAŻEŃ NA U, , Ua s. s, Uno y WSKU- 
tku czego będzie u, wyrażoną jako funkcyja ilości tr , Ug ,..,Un=r> 
£n , a układ n równań (4), (5), zamieni się na układ równoważny: 


du, =0, du; 20 5105: dur ==: 0; 
du, du, dun dun bi 
du, du A duą duą + .. + dua At 57 754 dt, LA 


"i 


mł 


de. == 0, 


Atoli, z powodu że determinant (1) jest identycznie równy 
zeru, równania układu (4), (5) lub, co jedno, ostatnie równania nie 
są między sobą niezależnemi, zatém ostatnie równanie musi być 
algiebrycznym wynikiem poprzednich, czyli musi być: 


zkąd wnosimy, że u, jest funkcyją jedynie ilości u, , ua, . . , Unts 
e. b. d. o. 
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ZAŁOŻENIA. - SA 
1. Pojęcie granicy i ilości nieskończenie małej jest podstawą — 
analizy wyższćj. 


2. Metoda transformacyj jest najodpowiedniejszą zadaniu 
gieometryji analitycznćj. 


3. Sposób formowania lub geneza równania różniczkowego 
o pochodnych cząstkowych nietylko rzuca światło na naturę 
całki, ale daje także sposób jéj wynalezienia. 


op ię: KŁUS! 
cat preso GAO 
y pba granos szt jip tame 


a MORENE 
ipii w z DA León 10% 3 


